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1 Einleitung

In der gewohnten Geometrie erzeugen wir Ellipse, HyperhdlRarabel mit einem Punkt (dem Brenn-
punkt F') und einer Geraden (der Directri8j. Alle Punkte der Kurve sollen ein einheitliches Abstands-
verhaltnise zu Brennpunkt und Directrix haben. Ist dieses Verhaltmigigr 1, entsteht die Hyperbel,
ist es gleich 1, die Parabel, ist es kleiner 1, die Ellipsel inm Grenzfalle — 0 der Kreis. Ellipse und
Hyperbel haben noch einen zweiten Brennpunkt. Bei der gdlipat die Summe der Entfernungen eines
Punktes von den beiden Brennpunkten einen festen Wert,doetigiperbel die Differenz der Entfer-
nungen. Weniger bekannt ist, dass diese Summen- bzw. &iffezgel bei Ellipse und Hyperbel noch
von einem zweiten Punktepaar erfillt wird, das auf der Eemebene nicht sichtbar wird, weil es ima-
ginar ist. Summe bzw. Differenz der Entfernungen zu digssyginaren Punkten sind aber weiterhin
konstant.

Ellipse, Hyperbel und Parabel sind perspektive Bilder €ikeeises. Sie entstehen, wenn der Kegel
der von einem Kreis aufgespannten Strahlen eines Pergpé@iszentrums von einer Ebene geschnitten
wird (Abbildung 1). Deshalb fasst man sie als Kegelschmtteammen. Mit Abstanden und Winkeln
kann man nun aber nicht gut hantieren, wenn man projektilgdeBbetrachtet, weil auf diesen keine
einheitlichen Mal3stabe gelten konnen. Deshalb muss aetm @iner projektiven Charakterisierung der
Kegelschnitte suchen, die ohne Abstande und Winkel auskoWvir werden sehen, dass ein solcher pro-
jektiver Zugang die Existenz des zweiten Brennpunktpaandart und noch ein drittes Brennpunktpaar
ans Licht bringt.

2 Die projektiven Eigenschaften eines Kreises

Projektive Konstruktionen beschranken sich auf Schuitkpe verschiedener Kurven und gerade Verbin-
dungen von Punkten. Geraden, Schnittpunkte und Verbiretubtgiben bei Projektionen erhalten. Was
in diesem Rahmen fur einen Kreis gefunden wird, gilt danchdir einen Kegelschnitt.

Beginnen wir mit einem gleichschenkligen rechtwinkligenei@ck A BC (Abb. 2). Wir fallen zunachst
irgend ein Lotg; auf die Hypotenusel B und markieren die Punktg, und Ps, in denen es die Kathe-
ten AC und BC schneidet. Diese Punkte verbinden wir mit den jeweils géjgerliegenden Ecken. Die
beiden Verbindungeps und g; schneiden sich in einem weiteren Puiiktdes Umkreises (drei haben
wir schon, namlich die Ecken des Dreiecks). Nun formuhesgr das Ergebnis ohne alles Zirkeln. Wir
beginnen mit zwei PunkteA und B, die auf zwei verschiedenen Geradeand a liegen, und einem
dritten PunktP, der auf keiner der beiden liegt (Abb. 3). Zu jeder Geraddarch A gibt es eine Gerade
w durch P, diea im gleichen Punkt) schneidet. Zuv wiederum gibt es eine Geradelurch B, dieb
im gleichen PunktF) schneidet. Die Geraderundd schneiden sich nun in einem Purktder zu dem
Kegelschnitt gehort, der durch die PunkteB undC' = a x b geht und die TangentepA und@ B hat.

IMan bezeichet den Abstand der reellen Brennpunktefiitlie Verbindung der beiden als groRe Achse, ihre Lange mit
2a, das Lot im Mittelpunkt als kleine Achse, inre Lange @it Im Falle der Ellipse ist? — b = f2. Im Falle der Hyperbel
schreibt mam? + b? = f2, auch wenn die kleine Achse keine Begrenzung hat. Das Waihia = f/a heil3t Exzentrizitat.
Wenn man den reellen Brennpunkten die Koordinégtefy 0] und|f, 0] gibt, hat das imaginare Paar die Koordinai&n-if]
und|0,1if].



Abbildung 1: Ebene Schnitte eines Kegels




Abbildung 2: Projektive Erzeugung eines Kreises

Wir zeichnen ein gleichschenkliges rechtwinkliges Drkidd3C und errichten die Lote

und b auf AB in A und B. Wir finden weitere Punkte des Umkreises, indem wir andere
Lote g3 auf AB errichten. Dann gibt es Schnittpunkig und P; mit den SeitenBC und
AC. Verbinden wirB mit P; und A mit P,. Der SchnittpunktPs beider Verbindungen ist
ein Punkt des Umkreises.

Da die DreieckedC P, und BC' P; kongruent sind die Winkel’ APy undC' B Py gleich und

der Winkel AP B wie AC B ein rechter.Py liegt aufdem Thaleskreis.



Abbildung 3: Projektive Erzeugung eines Kegelschnitts

Wir wiederholen Abbildung 1 in einem\projektiven Bild. Géga sind drei Punkte eings
Kegelschnitts 4, B undC) und in zweien ¥on ihnen auch die Tangentemdv), die sic)
in P schneiden. Als Schnittpunkt dieser TaQgenten hiRtol der Geraden = AB. Die
Punkte des Kegelschnitts werden durch Geragedurch P erzeugt, die sich mi& updb
scheiden. Die Schnittpunki& und D werden mitA td B verbunden. Diese Verbjidungen
schneiden sich in einem Punktdes Kegelschnitts.



Wir nennen die Zuordnung der Geraden durch zwei Punkte (dtwad P), die durch den Schnitt
mit einer Geraden, auf der die beiden Punkte nicht liegear @tivaa) vermittelt wird, perspektiv. Zwei
perspektive Strahlbuschel erzeugen eine Gerade. ZvahlBitrschel { und B), die beide zu einem drit-
ten (P) perspektiv sind, erzeugen einen Kegelschnitt. Wir halzenadn Kreis gezeigt, da es aber nur um
Verbindungen und Schnittpunkte von Geraden geht, gilt dgstinhis fur alle projektiven Veranderungen,
also eben fur Kegelschnitte allgemein.

3 Polaritat an Kegelschnitten

Nun mussen wir zeigen, wie die Brennpunkte projektiv (oAbstande und Winkel) zu definieren sind.
Dazu betrachten wir die Polaritat an Kegelschnitten, waarsAbbildung 3 auftrat, genauer. Sie vermit-
telt eine lineare Zuordnung von Punkten und Geraden undaswidhtigste projektive Eigenschatft der
Kegelschnitte.

Wenn eine Gerade (etwdB) zwei Schnittpunkte mit einem Kegelschnitt hat, bestimratzvei
Tangenten an diesen Kegelschnitt in den beiden Schnittpan®er Schnittpunkt/) dieser beiden
Tangenten heil3t Pol der Geradd®3. Umgekehrt heil3t die Verbindungsgerad® der Beruhrpunkte
des Tangentenpaars aus einem Punkih den Kegelschnitt die Polare des Punktes.

Wenn in Abbildung 3 der zweite Schnittpunkt des Kegelschnitts mit der Geradé€JC gesucht
wird, dann mussen sich die Geradé®’ und BD dort in F' schneiden und es entsteht ein vollstandiges
Viereck ABC'D (Abb. 4).

Auf jedem Strahl durch den Pol P einer Geradeny teilt diese Gerade und ihr Pol die Schnitt-
punkte des Strahls mit dem Kegelschnitt mit dem Strahl harmaisch. Das ist gezeigt, wenn die
Gerade den Kegelschnittin reellen Punkten schneidet. #viamgen nun diese Eigenschaft auch fur den
Pol einer Geraden, die den Kegelschnitt nicht schneidet.

Schneidet die Gerade den Kegelschnitt nicht, so stellersmials Verbindung zweier Punkte dar
und suchen die Polaren zu diesen Punkten. Deren Schnittistiiclann der Pol der Geraden. Sind zwei
Geraden und ihre Pole gegeben, ist der Schnittpunkt derdéerder Pol der Verbindung ihrer Pole
(Abb. 6).Von jedem Punkt auf der Polaren p eines PunktesP teilt dieser Punkt und seine Polare
das Tangentenpaar an den Kegelschnitt harmonisch.

Polaritat erweitert die Eigenschaft der Orthogonalitigren Konstruktion in der gewohnten Geo-
metrie den Gebrauch eines Zirkels voraussetzt. Dieseet&t dbsichtlich beiseite gelegt worden. Alle
Strahlen durch den PaP[g] einer Geradery stehen — immer bezogen auf den Kegelschnitt — senk-
recht auf der Geradeqm Die Pole dieser Strahlen wiederum liegen selbst alle aufGdgadery. Wir
erhalten eine Moglichkeit, Langen und Winkel zu verghain, wenn wir uns generell auf einen speziel-
len Kegelschnitt (der dann absoluter Kegelschnitt heiBgidhen. Der ist in der gewohnten Geometrie
nicht zu sehen: Er ist imaginar, bestimmt von zwei konjudéiemplexen Punkten, deren Verbindung die
Ferngerade ist. Wir werden uns die Falle ansehen, wo mes s¢hon reell zeichnen kann.

4 Die projektive Eigenschaft der gewohnten Ellipse

Suchen wir zuerst die Polare eines gewohnten Brennpunlegel\der Spiegelsymmetrie an der grof3en
Achse muss sie auf dieser senkrecht stehen. Wegen der haamem Teilung liegt ihr Schnittpunkt mit
der groBen Achse auf der Seite des Brennpunkts im Abstafydvom Mittelpunkt. Damit ist die Polare
des Brennpunkts mit der Direktrix identisch. Jede Sehnetdden Brennpunkt hat ihren Pol auf der
Directrix. Das ist nichts Besonderes, analoges gilt flefePunkt und seine Polare.
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Abbildung 4: Polaritat und harmonische Teilung

Wir wiederholen Abbildung 2 und legen die Geradeso, dass sich der Punkt selbst
ergibt. Wo liegt der zweite Schnittpunkt mit dem KegelstfthEr muss an einer Stellié
liegen, wo der Schnittpunk® von A F' mit a und der Schnittpunkk& von BF mit b auf einer
Geraden durcl® liegen. Es ergibt sich ein VieredR EAB. F'C'ist eine seiner Diagonalen.

Deshalb wird das SchnittpunktpadlC der Geradeny mit dem Kegelschnitt vor® und
AB harmonisch geteilt.



Abbildung 5: Harmonische Teilung

Ein vollstandiges ViereckABC D hat sechs Seiten, genauer drei Seitenpaare, die keine
gemeinsame Ecke haben. Deren SchnittpuikigR heil3en Diagonalpunkte des Vierecks
und bestimmen drei Diagonalerbc. Zwei Punktepaare auf einer Geraden teilen einan-
der harmonisch, wenn sie als Punkte auf einer Seite oderobDégn eines vollstandigen
Vierecks darstellbar sind. Zwei Geradenpaare durch eiraregisamen Tragerpunkt teilen
einander harmonisch, wenn sie als Seiten und Diagonalet @éimen Diagonalpunkt eines
vollstandigen Vierecks darstellbar sind. Harmonischidufig vererbt sich bei allen Projek-
tionen. Sie ist das projektivdquivalent der metrischen Teilung, wenn einer der vier Reink

im Unendlichen liegt oder eins der Geradenpaare aus zweiraunder lotrechten Geraden
besteht. Projektionen andern diese Eigenschaft nicht.



Abbildung 6: Polarendreiseit

Der PunktP im Innern des Kegelschnitts hat keine reellen Tangentesh&lb muss seine
Polare auf indirektem Wege konstruiert werden. Wir legare ééehned B durch P und
finden so ihren PaoR Der Pol der Sehn@ R findet sich in einem Punk®. Die Verbindung
p = QR ist die Polare vorP so wie RP die Polare vor) umd PQ die Polare vorR ist.



Die Sehnen durch den Brennpunkt unterscheiden sich vonelamef durch andere Punkte dadurch,
dass die Verbindung des Brennpunkts zum Pol einer solchemeSsenkrecht auf der Sehne selbst steht
(Abb. 7).

Nun sind wir nicht mehr auf die Berechenbarkeit von Langed Winkeln angewiesen. Wir berufen
uns nur auf die einfache Orthogonalitat.

Wir nennen einen Punkt Brennpunkt, wenn die Sehnen durch derBrennpunkt senkrecht auf
seiner Verbindung zu ihrem Pol stehen.

Der Mittelpunkt eines Kreises ist entsprechend dadurchirbed, dass alle durch den Pol einer
Sehne gehenden Geraden auf der Sehne senkrecht stehergeisdfinitt ist ein Kreis, wenn es solch
einen Mittelpunkt gibt.

5 Minkowski-Geometrie: ein zweites reelles Brennpunktpaa

Wir betrachten nun die Minkowski-Ebene, die als MinkowBkagramm bei der Behandlung der Re-
lativitatstheorie auftritt, aber hier nur zu geometrisctzwecken verwendet werden soll. Es gibt zwei
ausgezeichnete Richtungen (die in der Physik als licigtagrzeichnet werden), die bei jeder Spiegelung
ineinander Ubergehen. Sie bestimmen, was senkrecht BeiBt Geraden stehen aufeinander senkrecht,
wenn sie die beiden Richtungen harmonisch tell&s. gibt also nun zwei reelle Punkte auf der Fern-
geraden, welche die Spiegelung definieren und damit Langath Winkelvergleich ermoglichen. Bei
Konstruktionen konnen wir schlichte gerade Verbindungediesen Punkten (eben die ausgezeichneten
Richtungen) verwenden, wo in der gewohnten Geometrie nec&idkel erforderlich war.

Wenn man bei der Betrachtung orthogonaler Geradenpaase digf eine der lichtartigen Gera-
den zusammenricken lasst, erkennt man, dass die ligatarGeraden auf sich selbst senkrecht ste-
hen missen. Die Punkte auf diesen Geraden haben alle déandlidsull voneinander. Solche Geraden
bleiben in der gewohnten Geometrie verborgen, dort sinahsaginar.

Wo liegen die Brennpunkte eines Kegelschnitts? Die Ridptzunm Pol einer Geraden durch den
Brennpunkt soll senkrecht auf der Geraden stehen. Dasringi3tler Pol der lichtartigen Geraden durch
einen Brennpunkt muss auf dieser Geraden selbst liegeridbtartigen Geraden durch einen Brenn-
punkt mussen Tangenten an den Kegelschnitt sein. Das rdecKbnstruktion nun ganz einfach. Die
Brennpunkte sind die Schnittpunkte der lichtartigen Tauge des Kegelschnitts und davon gibt es nun
zwei Paare (Abb. 8). Andere Geraden durch einen Brennpuiagsem mit inrem Pol das Tangentenpaar
harmonisch teilen, also stehen auch hier die entsprechéRidbtungen aufeinander senkrecht.

Es ist eine nicht zu schwieriggébung zu zeigen, dass eine Ellipse nun wieder die Summdrrege
einem Brennpunktpaar erfullt und sich zur gewohnten Gepenanaloge Eigenschaften finden. Man
muss allerdings den richtigen Abstand nehmen, wie er audeinrRelativitatstheorie verwendet wird.
Besonders merkwirdig ist, dass auf Teilen der Ellipse dimi@e der Abstande und auf anderen die
Differenz der Abstande gleictu ist. Sei die Ellipse durch die Punkjecos ¢, bsin | gegeben. Einer
der Punkte mit lichtartiger Tangente hah ¢ = b/a. Die Brennpunktpaare sind al§é f, 0] und [0, £ f]

mit /2 = a® + b*. Die Abstande vom ersten Paar si(/cja cosp £ f)2 — (bsing)? =| fcosp +a |.
Furcosp < a/f ist die Summe, fukosy > a/f die Differenz gleich2a. Fur das zweite Paar gilt
Analoges, die Abstande sind dartf sin ¢ + b |. Eine Hyperbel der Fornfu cosh ¢, bsinh ¢] hat die

2Bei Darstellung der Lorentz-Transformation im Minkowskiagramm wird oft von schiefwinkligen Koordinaten ge-
sprochen. Das ist nicht korrekt, weil sie nur bei unerlauBtevendung der gewohnten Senkrechtstellung schief siimel. D
Achsenpaare, die sich nach Lorentz-Transformationerbergesind aber immer senkrecht, sie definieren geradezuinwas
der Minkowski-Geometrie senkrecht ist.



Abbildung 7: Brennpunkt und Orthogonaltat

Wir suchen die Tangente an eine Ellipse mit Brennpunkind Directrixd. Wo die Tangente
im PunktA; diese Directrix schneidet, liegt der Pol der Sebhel, durchF. Der PunktA,
habe die Koordinatefx, y|, der Brennpunkt sef” = [f, 0], der FuRpunkt der Directrix bei
D = [a?/f,0]. Wenn wir nun iny-Richtung um den Faktar/b dehnen, erhalten wir einen
Kreis. Das DreieckORS ist rechtwinklig und der Hohensat2 A3 - A3S = A3R - AsR
liefert
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Nun bestimmten wigp aus demAhnlichkeitssatz
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Bilden wir nun das Skalarprodukt voty — F = [z — f,y]und P — F = [a?/f — f, %(f—
x)], so finden wir, dass es Null ist. Die Verbindung vBmit dem PolP der Sehned; A,
durch I steht auf der Sehne senkrecht.



Abbildung 8: Konfokale Kegelschnitte in der Minkowski-Gaetrie



Brennpunktpaaré+f, 0] und [0, +f] mit f2 = «* — b* und den Abstandeh fcoshy + a | bzw.
| fsinhp £0b].

6 de-Sitter-Geometrie: Noch ein Brennpunktpaar

Die beiden Lichtpunkte auf der Ferngeraden ersetzen wir dunch einen Kegelschnitt mit dieser
grol3en Achse. Verschwindet seine Ausdehnung in der Brigiigen wir in der Grenze dann gerade
die Minkowski-Geometrie. Wir wollen diesen Kegelschnittmals absoluten Kegelschnitt benutzen.
Die zu einer Geraden senkrechte Richtung wird nun durchniRied an diesem absoluten Kegelschnitt
bestimmt. In diesem Pol treffen sich also alle Lote, die arf@eraden errichtet werden kdnnen. Die
Geraden, die den absoluten Kegelschnitt berihren, stalifesich selbst senkrecht, weil sie ja ihren Pol
enthalten.

Wo liegen die Brennpunkte eines anderen Kegelschnitts?iEsen die Schnittpunkte der gemein-
samen Tangenten sein. Die gemeinsamen Tangenten bilddervam Vierseit, in dem nun alle sechs
Ecken ordentliche Brennpunkte sind. Die Richtung aus eiBeennpunkt zum Pol einer von ihm getra-
genen Geraden teilt mit der Geraden das Tangentenpaar hiaohoDas geschieht sowohl am betrach-
teten Kegelschnitt als auch am absoluten Kegelschnithadlesind beide Richtungen orthogonal wie
verlangt.

Nun sind wir an der Stelle, wo wir uns von der Bestimmung degreiKegelschnitts als absolu-
tem Kegelschnitt wieder losen konnen und Brennpunktéaondere Punkte eines allgemeinen Ke-
gelschnittpaares beschreiben. Ein Punkt ist Brennpunkisakegelschnittpaares, wenn die beiden Pole
einer von ihm getragenen Geraden mit dem Brennpunkt auf eine liegen. Die Brennpunkte liegen
auf den Schnittpunkten der gemeinsamen Tangenten (Ab®ird).die Tangenten reell, sind es auch die
Schnittpunkte, aber die gemeinsamen Tangenten sind mcher reell.

Abbildung 9 zeigt eine Schar konfokaler Kegelschnitte.dEslie Schar mit vier gegebenen Tangen-
ten. Wird einer dieser Kegelschnitte zum absoltuten Ketpelist erklart, erhalten alle anderen metrische
Eigenschaften, die sich auch in der gewohnten euklidis@®ometrie finden. Fallen die Brennpunkte
eines Paars zusammen, dann findet sich das zweite Paar inaigmeg Punkt, der zum Mittelpunkt
einer Schar von Kreisen wird, und das dritte Paar wird zwBeatinkten der gesamten Schar (Abb. 10.

7 Zusammenfassung

1. Kegelschnitte sind Objekte der projektiven Geometiieendch keinen Zirkel kennt. Kegelschnitte
als Projektionen erwarten eine projektive Beschreibung.

2. Polaritat und harmonische Teilung mussen Orthogtitalnd Streckenvergleich ersetzen

3. DerUbergang zur Minkowski-Geometrie stellt die Kreispunkté der Ferngeraden ins Reelle.
Ein zweites Brennpunktpaar wird reell.

4. Der Ubergang zur deSitter-Geometrie ersetzt das Kreispuaktgarch den absoluten Kegel-
schnitt. Ein drittes Brennpunktpaar wird reell

5. Metrische Eigenschaften verlieren ganz ihre Bedeutwegn die Brennpunkte als Eigenschaft
eines allgemeinen Brennpunktpaares angesehen werdemirgkte sind spezielle Punkte eines
Kegelschnittpaars
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Abbildung 9: Schar konfokaler Kegelschnitte



Abbildung 10: Schar konzetrischer Kreise



6. Eine Schar konfokaler Kegelschnitte hat vier gemeins@éamgenten. Die Brennpunkte sind die
Ecken dieses Vierseits, die drei Hauptachsen sind seirgobDéaen.

7. Wirkt einer der Kegelschnitte als absoluter Kegels¢Hdier einen Langenvergleich bestimmt),
erhalt der andere die gewohnten metrischen Eigenschaften



