Anhang A
Spiegelungen

Begriffe, mit denen wir rechnen wollen, miissen aus zwei Griinden, soweit es geht,
von anschaulichen Beziigen befreit werden. Zum einen gefihrdet die Anschauung
mit ihren mannigfaltigen Assoziationen den logisch fehlerfreien Schluf, zum anderen
erreicht man Gedankengeb#ude, die auf physikalisch ganz verschiedene Gegensténde
passen konnen. Paradoxerweise erweitert also die Abstraktion von der Anschauung
die Anwendungsmoglichkeiten.

Die unbewuften Assoziationen der Anschauung sind es, die uns Dinge fiir selbst-
versténdlich halten lassen, die in einen logischen Schlufl nicht eingehen diirfen. Gera-
de die Geschichte der Einsteinschen Relativitéitstheorie hat eindriicklich gezeigt, daf3
man sich von dem Vorurteil eines mechanischen Athers als Triiger des Lichts befrei-
en muf}; um zu einem klaren Versténdnis und zu richtigen Vorhersagen zu gelangen.
Wenn wir mit unserem Gedankengebéude in Bereiche vordringen wollen, die jen-
seits der Mafle der téglichen Lebens liegen, gibt es viele Dinge, die nicht im Gep#ck
sein diirfen. Man findet aber immer erst nach und nach heraus, welche es sind. Die
axiomatische Methode versucht von vornherein, blinde Passagiere im Reisegepéck
zu vermeiden, indem sie die anschauliche Begriffsbestimmung durch eine implizite
ersetzt. Implizit heiflt hier, dal man einen Satz von Eigenschaften benennt, die ein
Gegenstand haben soll, und nun die Erforschung des Gegenstandes auf diese Eigen-
schaften allein stiitzt. Die Abstraktion von der Anschauung verbietet aber nicht,
sich an der Anschauung oder gar am physikalischen Experiment zu orientieren. Wir
haben die Kugel und auch das Hyperboloid benutzt, um diese Orientierung jenseits
der euklidischen Geometrie zu finden.

Wir suchen nach der Darstellung von Operationen, die uns die Gleichheit von
Gegensténden unabhéngig von Lage und Orientierung feststellen lassen. Wir nennen
diese Operationen Bewegungen, und da wir vom konkreten Ablauf abstrahieren wol-
len, miissen wir voraussetzen, dafl sich Bewegungen wieder zu Bewegungen zusam-
mensetzen. Das ist das Gegenstiick zur Transitivitéit logischer Aquivalenzrelationen.
Auch deren Symmetrie findet hier ihren Ausdruck: Da es gleich sein soll, welchen
Gegenstand wir bewegen und welcher die Ziellage bestimmt, mufl die Umkehr ei-
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ner Bewegung wieder eine Bewegung sein. In einer Folge von Bewegungen soll auch
beliebig zusammengefafit werden kénnen. Die Bewegungen sollten also eine Gruppe
bilden, die Bewegungsgruppe. Das heif3t:

1. Die Zusammensetzung zweier Bewegungen ist wieder eine Bewegung: Sind zwei
Figuren einer dritten kongruent, so sind sie auch untereinander kongruent.

2. Die einzelnen Bewegungen einer Kette konnen beliebig zusammengefaf3t wer-
den, solange ihre Reihenfolge dabei nicht gedndert wird.

3. Die Bewegung in den Anfangszustand zuriick z&hlen wir auch, sie ist dann
die sogenannte inverse Bewegung. Setzen wir sie mit der vorangegangenen
Bewegung zusammen, ergibt sich der Ausgangszustand.

4. Das einfache Belassen des Zustands muf} deshalb auch noch unter die Bewegun-
gen gerechnet werden. Diese ,,Bewegung*, bei der eigentlich nichts geschieht,
ist die Eins unserer Bewegungsgruppe. Setzen wir eine beliebige Bewegung mit
dieser Eins zusammen, ergibt sich wieder die erste Bewegung.

Gewohnlich denken wir uns Bewegung anschaulich als Operation in einem Raum.
Man kann aber eine jede Gruppe als Bewegungsgruppe auffassen, wenn man die Be-
wegung ins Auge fafit, die die Gruppe auf sich selbst erzeugen kann. Das wichtigste
Beispiel dafiir sind die Transformationen. Als Transformation mit dem Gruppenele-
ment a bezeichnen wir die Bewegung, die jedes Gruppenelement g auf 7,[g] = a~'ga
abbildet. Diese Operation bewahrt die volle Struktur der Gruppe, ist in anschauli-
chem Sinne also eine Bewegung.

Was im Einzelnen bewegt wird, davon soll unsere Rechnung und unsere Definition
unberiihrt bleiben. Aus der Sicht der Mathematik beleuchtet und entfaltet die Rech-
nung die abstrakte Struktur der Bewegungsgruppe. Sie bestimmt, was kongruent ist
und was nicht kongruent ist, d.h., sie bestimmt die Geometrie. Die Anwendung auf
ein physikalisches Objekt erfordert einerseits die Interpretation dieser Struktur und
andererseits ihre experimentelle Sicherung, und beide sind von charakteristischen
Unsicherheiten betroffen [72].

Merkwiirdigerweise kann man nun den Begriff der Bewegung auf den der Spie-
gelung (an Geraden der Ebene, an Ebenen im Raum) reduzieren, die selbst keine
eigentliche Bewegung ist, d.h., sie kann nicht durch die physische Bewegung eines
Objekts verwirklicht werden'. Dennoch ist diese Reduktion méglich. Mit ihr wird
die Spiegelung zu einem Grundbegriff der metrischen Geometrie. Spiegelung erlaubt
den Transport von Strecken und Winkeln und ihren Vergleich unabhéngig von der
Lage der Gegensténde, die verglichen werden sollen.

!Erweitert man die Ebene bzw. den Raum um eine Dimension, dann wird aus der Geraden-
spiegelung bzw. der Ebenenspiegelung eine Umklappung, d.h. eine Drehung durch die zusétzliche
Dimension. Die Spiegelung an einer Geraden der Ebene wird so eingebettet in eine Umklappung
des Raums an der Geraden, die eine (involutorische) Drehung um den gestreckten Winkel ist.
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1. Ist S[A] das Spiegelbild des Punktes A, dann ist der Spiegel der geometrische
Ort aller Punkte, die von A und seinem Spiegelbild S[A] gleich weit entfernt
sind.

2. Ist S[A] das Spiegelbild des Punktes A und @ ein beliebiger Punkt auf dem Spie-
gel, dann bildet der Spiegel mit den Geraden QA und QS[A] gleiche Winkel.

Das scheint unmittelbar klar, und so werden wir unsere Abstraktion auch ausgestal-
ten. Merkwiirdigerweise gestattet der normale Spiegel ein solch operatives Vorgehen
gerade nicht, denn wir vermessen ein Bild im Spiegel zunéchst mit dem Spiegelbild
des Maflstabs und nicht mit dem Mafistab selbst. Erst die halbdurchléssigen Spie-
gel gestatten es, das (virtuelle) Spiegelbild mit einem reellen Mafistab zu vermes-
sen. Dann wird auch deutlich, daf eine wiederholte Spiegelung in die Ausgangslage
zuriickfiithrt. Dies ist die entscheidende Eigenschaft, die im axiomatischen Zugang
definiert, was eine Spiegelung ist [4]. Die abstrakte Definition der Spiegelung be-
handelt zun#chst nur die algebraischen Relationen. Wir bereiten den Anschluff an
die Begriffswelt der Geometrie vor, indem wir beschreiben, welche algebraischen
Ausdriicke Punkte und Geraden sein sollen.

Die elementare Spiegelung ist Spiegelung an einer Geraden, und zu jeder Geraden
gibt es eine Spiegelung. Wir werden also zumindest einen Teil S der Spiegelungen
als Représentanten von Geraden ansehen koénnen. Dieser Teil & wird als Erzeu-
gendensystem gewéhlt. Die Elemente der Bewegungsgruppe sind Produkte solcher
Spiegelungen. Auch ein Punkt ist als involutorische Abbildung bestimmbar. Er ist
das Produkt aus zwei Geraden, wenn dieses Produkt selbst wieder eine Spiegelung
ist. In der euklidischen Ebene sehen wir sofort, daf3 die konsekutive Spiegelung an
zwei aufeinander senkrechten Geraden eine Drehung um 7 am Schnittpunkt darstellt
(Abb. A.1). — Es gilt ein wichtiger Satz, daf alle Produkte von mehr als drei Er-
zeugenden als Produkt hdchstens dreier Erzeugender dargestellt werden kann. Jedes
Produkt aus einer geraden Anzahl ist ein Produkt zweier Geraden.

Als Gegenstand der Geometrie bestimmen wir nach diesen Einsichten also ei-
ne Bewegungsgruppe G, die durch involutorische Elemente (Spiegelungen) erzeugt
werden soll. Dieses Erzeugendensystem bezeichnen wir mit S. Es soll sich bei Trans-
formationen nicht &ndern (da wir im Sinn haben, die Erzeugenden als Geraden
anzusehen, und Geraden auch bei Transformation Geraden bleiben miissen):

geS, acG : — algaesS.

Die Elemente von S kénnen wir nun als die Geraden der Geometrie ansehen (ge-
nauer sind es Spiegelungen an den Geraden) und werden sie deshalb mit kleinen
Buchstaben bezeichnen.

Aufbauend auf dem Begriff der Geraden, definieren wir nun auf algebraischem
Wege den Punkt: Diejenigen Spiegelungen aus G, die sich als Produkte zweier Ele-
mente von S darstellen lassen, nennen wir Punkte (genauer sind es Spiegelungen
an den Punkten) und bezeichnen sie mit grofen Buchstaben. Die Anschauung sagt
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Abbildung A.1: Der Punkt als Produkt

zweler Geraden

Stehen in der euklidischen Ebene zwei Gera-
den aufeinander senkrecht, werden bei kon-
sekutiven Spiegelungen die Bilder um den
Schnittpunkt gedreht, wobei die Iteration der
Bewegung sofort wieder in die Ausgangslage
zuriickfithrt. Der Schnittpunkt ist also wie-
der eine Spiegelung, gehort aber nicht zum
Erzeugendensystem. Das Produkt der Spie-

Abbildung A.2: Ein Punkt auf einer Ge-
raden

Nur wenn der Drehpunkt auf der spiegeln-
den Geraden liegt, kénnen wir erwarten, daf3
es gleichgiiltig ist, ob die Drehung um einen
gestreckten Winkel vor oder nach der Spie-
gelung an der Geraden ausgefiihrt wird. In
unserem Bild fallen S4[S,[F]] und Sy[Sa[F]]
in dem Mafe auseinander, wie A und ¢g von
Inzidenz entfernt sind. Liegt A auf g, fallen

gelungen an zwei nicht aufeinander senkrecht
stehenden Geraden ist keine Spiegelung. In
unserem Bild fallen S}, [Sy[F]] und Sq[Si[F]]
in dem Mafle auseinander, wie h und g von
der lotrechten Lage abweichen.

Sa[Sg[F]] und Sy[Sa[F]] zusammen.

uns, dafl das Produkt zweier Spiegelungen immer eine Drehung ist. Eine Drehung ist
aber auch involutorisch, wenn der Drehwinkel der gestreckte Winkel ist. Die beiden
Geraden bestimmen also einen Punkt zunichst nur, wenn sie lotrecht sind. Wir de-
finieren damit das Senkrechtstehen tiberhaupt: Zwei Geraden g, h sind genau dann
lotrecht zueinander, g | h, wenn ihr Produkt involutorisch ist, ghgh = 1. Wie wir
erwarten miissen, folgt aus h = h™', g = ¢~ ! und hghg = 1 eben h = ghg = g 'hg:
Die Gerade h fallt mit ihrem Spiegelbild S4[h| = g 'hg an g zusammen. Das ent-
spricht unserer von euklidischen Verhéltnissen gepréigten Anschauung. Verbinden
wir einen Punkt A mit seinem Spiegelbild g~'Ag = gAg, ist die Verbindungsgerade
h = (A, gAg) auf g senkrecht, denn das Spiegelbild ghg von h verbindet die gleichen
Punkte und féllt daher mit h zusammen (wenn A und gAg verschieden sind). Genau
dann, wenn A und g~!Ag gleich sind, liegt A auf g. Dies heiBt aber nichts anderes,
als dafl gA = Ag, oder gA wieder eine Spiegelung h ist, die selbst auf g senkrecht
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Das Produkt der Spiegelungen an drei Ge-
raden, die im Biischel liegen, ist wieder ei-

ne Geradenspiegelung, deren Gerade im glei-
chen Biischel liegt, S.S,S, = S4.

Abbildung A.3: Spiegelbildliche Lage von Geraden

steht (ghg = ggAg = Ag = gA = h). Nur wenn der Drehpunkt auf der spiegelnden
Geraden liegt, konnen wir erwarten, daf} es gleichgiiltig ist, ob die Drehung um einen
gestreckten Winkel vor oder nach der Spiegelung an der Geraden ausgefiihrt wird

(Abb. A.2).

Wenn wir an die Behandlung von Geraden denken, die sich im Endlichen nicht
schneiden, verzichten wir bei den Schnittpunktsitzen auf den Schnittpunkt und defi-
nieren statt dessen ein Biischel: Geraden liegen im Biischel (man nennt sie dann auch
konkurrent), wenn sie entweder einen gemeinsamen Punkt oder ein gemeinsames Lot
haben®. Wenn das Produkt dreier Geraden, die im Biischel liegen, wieder eine Ge-
rade ist, konnen wir den Mittelsenkrechtensatz, der so wichtig fiir die Konsistenz
der Interpretation des Léngenvergleichs ist, bereits ableiten. Wir fordern deshalb
als Axiom: Liegen drei Geraden im Biischel, ist ihr Produkt wieder eine Gerade:
abc = d, ab = dc. In diesem Falle sprechen wir auch davon, dafl b,d in Bezug auf
a, c spiegelbildlich liegen (Abb. A.3). Ist ab = da, ist a die Gerade, an der b in d
gespiegelt wird (b = a~'da = ada). Die Geometrie wird trivial, wenn alle Geraden
aufeinander lotrecht stehen, wir wollen also auch die Forderung erfiillt sehen, daf3 es
Geraden gibt, die auf den beiden Geraden eines lotrechten Paares micht senkrecht
stehen.

Es reicht aus, fiinf Axiome der Spiegelung zu wéhlen, um das Fundament fiir
Bau der Geometrie zu legen [4].

1. Zu zwei Punkten A, B soll es stets eine verbindende Gerade g = (4, B) (d.h.,
AgAg =1 und BgBg =1, kurz A, B | g) geben.

*Die Anschauung sicht hier gern sofort einen Punkt (den Triiger des Biischels, durch den die
Geraden gehen), aber im allgemeinen miiite dieser Punkt nicht zur Bewegungsgruppe gehéren,
sondern nur in der projektiven Erweiterung sichtbar sein.
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2. Werden zwei Punkte von zwei Geraden verbunden, A, B | g, h, dann sollen ent-
weder die beiden Punkte oder die beiden Geraden zusammenfallen.

3. Gilt a,b,c | A, so soll ein d mit abc = d existieren.
4. Gilt a,b,c | g, so soll ein d mit abc = d existieren.

5. Essoll drei Geraden g, h, j geben, von denen die ersten beiden lotrecht zueinander
sind (g | h), die dritte aber auf keiner der beiden ersten lotrecht ist (weder g | j
noch h | j treffen zu).

Diese Axiome sichern die Existenz einer eindeutigen Verbindungsgeraden zweier
Punkte, die Eindeutigkeit eines Schnittpunkts und die Existenz von Spiegelgera-
den fiir drei im Biischel liegende Geraden. Schliellich ist auch die Reichhaltigkeit
gegeben.

Wir wollen nun verdeutlichen, wie man mit solchen Spiegelungen rechnen kann.
Wir werden dies am Schnittpunkt der Mittelsenkrechten und am Schnittpunkt der
Hohen eines Dreiecks zeigen. Der Satz vom Schnitt der Mittelsenkrechten sichert die
Konsistenz der Vorstellung, dafl Spiegelungen Léngen iibertragen. In einer hypothe-
tischen Konstruktion von Quasispiegelungen, fiir die der Mittelsenkrechtensatz nicht
zutrifft, kann die Interpretation, dafl die Spiegelungen léngentreu sind und dadurch
den Léngenvergleich ermdglichen, nicht konsistent sein.

Zunichst zeigen wir, wie man eine Gerade g konstruiert, die mit zwei anderen,
mgq und m,, im Biischel liegt und durch einen Punkt B geht, der nicht auf diesen
beiden Geraden liegt (Abb. A.4). Dazu spiegeln wir B an m, (mg,Bm, = C) und m,
(m¢Bm, = A). Die Verbindungen a = (B, C) und ¢ = (B, A) sind nun senkrecht zu
mg bzw. m. und definieren die Punkte M, = am, und M, = ¢m.. Wir spiegeln nun B
an der Verbindungsgeraden d = (M, M.) und konstruieren so das Lot e = (B, dBd)
aus B auf d. Die drei Geraden a, e, c gehen alle durch B, ihr Produkt g = aec ist
also eine Gerade, die natiirlich auch durch B geht. Wir zeigen, daf} sie mit m, und
m. im Biischel liegt:

MagMme = mgaecm, = MyeM,. = ddMgseM,. = dM,deM. = dM edM. .

Dieses Produkt ist wieder eine Gerade, dM, e dM. = h, weil dM,, e und dM, alle
senkrecht auf der gleichen Geraden d stehen, also im Biischel liegen und ihr Produkt
eine Gerade h sein muf}. Damit erfiillt g das Konstruktionsziel. — Nehmen wir nun
an, wir haben im Dreieck AABC die Mittelsenkrechten m, und m,. konstruiert
(Abb. A.5). Dann gilt definitionsgemés

meA=Bm., Cmg=m.B .

Wir ziehen nun die Gerade g durch B, die mit den beiden Mittelsenkrechten im
Biischel liegt (d.h. im einfachsten Falle, die durch den gemeinsamen Punkt der beiden



Abbildung A.4: Die Verbindung mit ei-
nem virtuellen Biischeltréger

Zwei Geraden m, und m, sind gegeben. Ge-
sucht ist eine Gerade g, die mit den beiden
im Biischel liegt und durch den Punkt B
geht. Wir bestimmen zuerst die Spiegelpunk-
te A = m.Bm, und C = m,Bm, und dann
die Mittelpunkte M, = am, und M. = cm,
die wir durch d verbinden. Auf diese fillen
wir aus B das Lot e und finden ¢ in spie-
gelbildlicher Lage zu e, wenn wir uns auf die
Verbindungen a = [B, C] und ¢ = [B, A] be-

ziehen.
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Abbildung A.5: Der Mittelsenkrechten-
satz. 1I.

Zu den beiden Mittelsenkrechten m. und m,,
ziehen wir die Gerade g durch B, die mit den
beiden Mittelsenkrechten im Biischel liegt.
Das Produkt der drei Geraden m,, g und m,
ist per Axiom wieder eine Gerade h. Man
kann zeigen, dafl diese Gerade die Mittel-
senkrechte von A und C ist.

Mittelsenkrechten geht). Dann gilt einerseits gB = Bg, andererseits ist das Produkt
der drei Geraden m,, g und m,. per Axiom wieder eine Gerade h:

Mg g Me=h .

(A1)

Diese Gerade ist aber die Mittelsenkrechte von A und C:

hA = megmc.A = megBm. = mqeBgm. = Cmqgm. = Ch .

Damit ist der Mittelsenkrechtensatz bewiesen. Wir kénnen auch umgekehrt mit dem
Mittelsenkrechtensatz zeigen, dafl das Produkt dreier im Biischel liegender Geraden
wieder eine Gerade sein muf}. Dazu verfolgen wir die Konstruktion einfach riickwirts.

Bevor wir zum Hohensatz kommen, zeigen wir noch, daf§ ein Produkt AgB aus
zwei Punkten A und B und einer Geraden g genau dann eine Gerade h ist, wenn
g lotrecht zu der Verbindung von A und B ist (Abb. A.6). Wir betrachten nur
den nichttrivialen Fall, dal A # B. Auf der Verbindungsgeraden c errichten wir
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Abbildung A.6: Das Produkt AgB

Steht die Gerade g auf der Verbindungslinie
AB senkrecht, so ist das Produkt AgB der
drei entsprechenden Spiegelungen wieder ei-
ne Geradenspiegelung h, wobei h in AB spie-
gelbildlich zu g liegt.

Abbildung A.7: Der Hohensatz. I1.

Wir zeichnen in einem Dreieck A, B,C
die Hohen hg,hp, he und ihre Fuflpunkte
F,, Fy, F.. Zu den Hohen zeichnen wir in den
Ecken die spiegelbildlich liegenden Geraden
ke = bhgc, ky = chpa und k. = ah:b. Wir

spiegeln dann k, an b (r, = bk,b) und an ¢
(re = ckqc), fillen auf beide Spiegelungen die
Lote aus F, (sp = (Fu,rp) und s, = (Fy,1.)).
SchlieBlich spiegeln wir kp an a (t, = akpa).
Das Produkt F,kyF,. = wu ist eine Gerade,
eben das Produkt A hphe.

die beiden Lote ¢ = Ac und r = Be. Ist nun AgB eine Gerade, so ist es auch
cAgBc = qgr, und das geschieht genau dann, wenn ¢, g,r im Biischel liegen, d.h.,
wenn ¢ ebenfalls auf ¢ senkrecht steht. Das Produkt AgB ist damit ebenfalls auf ¢
senkrecht. Ahnliches gilt fiir ein Produkt gAh. Ein solches Produkt ist genau dann
wieder ein Punkt B, wenn g und h ein gemeinsames Lot ¢ haben und der Punkt A
auf diesem Lot liegt. — Nun kénnen wir den Hohensatz (Abb. A.7) beweisen. In einem
Dreieck A, B,C mit a = (B,C), b= (C,A), ¢ = (A, B) konstruieren wir die Héhen
ha, hp, he als Verbindungslinien h, = (A, aAa), hy = (B,bBb) und h. = (C, cCc). Die
Fulpunkte sind dann die Produkte F, = ah,, F}, = bhy und F,. = ch,. Die Produkte
der sich in den Ecken treffenden Geraden bezeichnen wir mit k, = bhyc, k, = chya
und k. = ahcb. Die Geraden h, und k, liegen also symmetrisch zu b und ¢ usw. Nun
bestimmen wir noch fiinf Hilfsgeraden, indem wir etwa k, an b und c spiegeln und
so die Geraden r, = bk,b und r. = ck,c finden und — wenn die Seiten des Dreiecks
nicht paarweise aufeinander senkrecht stehen, also abc # 1 ist — schliellich aus F,
die Lote sp = (F,,mp) und s, = (Fy,r.) auf diese beiden Geraden féllen. Die fiinfte
Gerade ist t, = akpa. Nun kénnen wir mit der algebraischen Berechnung beginnen.
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Zum ersten liegen die beiden Lote s, und s, spiegelbildlich zu a:

aspa = aFyspFaa = hesphe = ha(Fu,0)he = (hoFoha, haroha) = (Fo,7e) = Se
weil

horyhg = hobkybhy, = hobbh,cbh, = cbh, = cbh,cc = ckyec =1 .
Zum zweiten rechnen wir nach, daf3

F,r.F. = ahg,r.ch. = ahyckq,cch. = abbhyckih. = abkik,he. = abh, = ak.a

eine Gerade ist. Der Punkt F, liegt also auf dem Lot, das aus F, auf r. gefillt werden
kann, d.h., auf s.. Zum dritten zeigen wir, dafl k; auch auf s. senkrecht steht. Dazu
berechnen wir das Produkt

rybyt, = bkgbahgakya = bkybhykya = bkykgckya = bekya = bhy = F, .

Die Gerade t, = akpa ist also senkrecht auf dem Lot (Fy, ) = sp, also ist ky = atqa
senkrecht auf aspa = s.. Da nun aber sowohl F, als auch F_ auf s. liegen und k;
senkrecht s. ist, mufl das Produkt F kyF. = u eine Gerade sein. Da aber

hehphg = hecchyaah, = FokyF, = u

auch gleich dieser Geraden ist, liegen die drei Hohen im Biischel. Das wollten wir
zeigen.

Schlielich priifen wir, dal der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten auch der
Hohenschnittpunkt des Seitenmittendreiecks ist. Das ist nur dann unmittelbar klar,
wenn das Parallelenaxiom gilt: Dann ist ndmlich die Verbindung der Seitenmitten
M, und M, parallel zur Seite b und das Lot in M} auch senkrecht auf dieser Ver-
bindung, ist also Hohe im Seitenmittendreieck. Gilt das Parallelenaxiom aber nicht,
dann mufl gerade gezeigt werden, dafl die Mittelsenkrechte m; senkrecht auf der
Verbindung M, M, ist. Wir sehen an der Konstruktion in Abb. A.5 und in Glei-
chung (A.1), daBl mgmpm. = g eine Gerade ist und durch den Punkt B geht, d.h.,
BgB = g. Die Seiten a und ¢ gehen aber auch durch B, deshalb ist agc auch eine
Gerade durch B. Das formen wir um in

agc = amgmpymec = MompM.,. .

Das Produkt M myM,. ist eine Gerade. Folglich steht m; senkrecht auf der Ver-
bindung M, M., ist also Hohe im Seitenmittendreieck. Dual zu dieser Ableitung ist
der Beweis, dafl die Hohen eines Dreiecks auch Winkelhalbierende im Dreieck der
Fulpunkte sind.

Fiir weiterfithrende Darstellungen verweisen wir auf das Buch von F.Bachmann
[4] und andere Literatur [118, 119, 120, 128, 129, 130]. Die algebraische Methode
erlaubt, so man sich an die Formalisierung gewohnt hat, auch dann noch schnell und
zuverldssig Schliisse zu ziehen, wenn die Zeichnung unerquicklich kompliziert wird.
Dariiberhinaus eroffnet sie auch neue Moglichkeiten des Rechnens. Dennoch sei dem
Leser empfohlen, einen Blick in die Biicher aus der hohen Zeit der synthetischen
Geometrie zu werfen [111, 126, 127].
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Anhang B

Transformationen

B.1 Koordinaten

Ublicherweise bezeichnet man die Punkte eines Raums oder der Welt durch Ko-
ordinaten. Das sind Zahlenwerte, die uns so etwas wie rdumliche Entfernungen in
verschiedene Richtungen oder auch zeitliche Intervalle angeben. Die Definition von
Koordinaten selbst kann axiomatisch versucht werden, sie kann aber auch explizit
erfolgen.

Zunachst entstehen Koordinaten nicht anders als durch eine willkiirliche, aber
stetige Zuordnung von Zahlenkombinationen zu den einzelnen Punkten des Raums,
bzw. den einzelnen Ereignissen der Welt (Abb. B.1). Wir sind frei, andere Koor-
dinaten zu substituieren. Es ist eine zweite Frage, wie die Beschreibung der uns
interessierenden Objekte solchen Substitutionen anzupassen ist. Mit Ausnahme der
allgemeinen Relativitédtstheorie wird diese Freiheit nicht voll eingesetzt. Statt dessen
beruft man sich auf die Notwendigkeit, die existierende Bewegungsgruppe einfach
darzustellen. Eine Bewegung verschiebt die Punkte und Figuren in neue Positionen
und Orientierungen. Nehmen wir an, es gebe eine Untergruppe derart, dafl es fiir
jeden Punkt A genau ein Element der Untergruppe gibt, das einen Ursprung O in
A verschiebt. Dann nehmen wir einfach die Beschreibung der Elemente der Unter-
gruppe als Koordinaten. Aber auch jetzt ist die Zuordnung der Koordinaten, das
Koordinatensystem, nicht eindeutig. Die Transformationen, die unsere Darstellung
nicht storen, sind die Automorphismen der Gruppe. Bei solch einer Transformati-
on erzeugt die einfache Substitution der alten Koordinaten durch neue (die passive
Transformation) das gleiche Resultat wie die physikalische Bewegung aller Objekte
in die von den neuen Koordinaten bezeichneten Positionen (aktive Transformation).
Bei richtiger Rechnung sind passive Transformationen zunéchst nicht eingeschrénkt.
Die Auswahl der Bewegungen entsteht erst durch den Vergleich. In diesem Sinne
sind Bewegungen die Transformationen, die sowohl aktiv als auch passiv ausgefiihrt
werden konnen und dann das gleiche Ergebnis haben®.

In der allgemeinen Relativititstheorie ist die Bewegungsgruppe in den meisten Fillen trivi-
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In der Physik gehen wir implizit vor. Das erste Newtonsche Axiom der Mecha-
nik sagt uns, dafl es Koordinatensysteme gibt, in denen die kréftefreien Bewegungen
geradlinig und gleichférmig verlaufen. Wir kénnen uns dann iiber die Relation zu
den Weltlinien vierer freier Kérper ein zunéchst lineares Bezugssystem konstruieren.
Nach linearer Transformation eines solchen Bezugssystems erhalten wir ein anderes
lineares Bezugssystem. Das dritte Newtonsche Axiom (in der Huygensschen Fas-
sung) liefert uns den Impulssatz (Abb. 3.7) und mit ihm ein Mafl im Raum und Zeit.
Der Impulssatz impliziert die Existenz einer (trégen) Masse, die die Geschwindigkei-
ten wichtet, damit ein Erhaltungssatz erreicht wird. Die trage Masse erweist sich als
Eigenschaft der Korper. Das lineare Bezugssystem, in welchem die Massen isotrop,
also unabhéngig von der Bewegungsrichtung, sind, heiflen Inertialsysteme. Inertial-
systeme sind Cartesische Koordinatensysteme der Raum-Zeit. Die Forderung nach
Isotropie der Massen schafft die Moglichkeit, Léngen von Strecken verschiedener
Richtung zu vergleichen. Die Stofifigur definiert einen Kreis, d.h. den geometrischen
Ort von Punkten, die gleich weit vom Zentrum entfernt sind. Wenn wir daran die
Absténde messen, werden umgekehrt die Massen isotrop. Im allgemeine zerstoren
lineare Transformationen die Inertialsysteme. Nur eine Untergruppe der linearen
Transformationen — die geometrischen Bewegungen in der Raum-Zeit — schaffen aus
Inertialsystemen wieder Inertialsysteme. Wie diese Untergruppe aussieht, hédngt da-
von ab, wie sich die Masse eines Objekts mit der Geschwindigkeit dndert.

Lineare Koordinatensysteme konnen auch dann existieren, wenn keine kréfte-
freien Teilchen existieren. Nehmen wir ein homogenes Gravitationsfeld. Alle Ob-
jekte fallen mit der gleichen Beschleunigung. Akzeptieren wir ein Bezugsobjekt mit
eben dieser Beschleunigung, erscheinen die Weltlinien als iibliche Geraden, d.h. Kur-
ven, die durch eine lineare Beziehung zwischen geeigneten Koordinaten ihrer Punkte
beschrieben werden kénnen (Abb. B.2). Das ist das Konzept des frei fallenden Be-
obachters. Es erlaubt in der allgemeinen Relativitétstheorie die Einfiihrung lokaler
Inertialsysteme und die Anwendung der speziellen Relativitédtstheorie, soweit das
Bezugssystem als linear angesehen werden kann. In der mathematischen Abstrakti-
on sind die Weltlinien immer Geraden, weil die definierenden Relationen nicht von
Koordinaten abhéngen.

B.2 Inertialsysteme

Ist die Masse von der Geschwindigkeit unabhéngig, so wie wir das im Groben durch-
aus bestétigt finden, sind es die Galilei- Transformationen, die zwischen Inertialsy-

al, d.h., sie enthélt nur das Eins-Element, das iiberhaupt nichts bewegt, und nur die sogenann-
ten algebraisch speziellen Losungen gestatten nicht-triviale Bewegungsgruppen. Nur in Ausnah-
mefillen enthilt die Bewegungsgruppe eine transitive Untergruppe, die zur eindeutigen Definiti-
on von Koordinaten benutzt werden kann. Der deSitter-Kosmos (Kapitel 7) hat eine maximale
Bewegungsgruppe.
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stemen vermitteln. In der Ort-Zeit-Ebene schreiben wir

t* t to
(1) = o)+ ().
d.h.,

= t4tg,

¥ = z—vt+ax.

Hier ist v die Relativgeschwindigkeit der beiden Bezugssysteme gegeneinander, tg
eine Verschiebung des Nullpunktes der Zeit, zg eine Verschiebung des Ursprungs im
Raum. Die Matrix

1, 0

gl = ()

ist der formelseitige Ausdruck der Galilei-Drehung, wie wir sie konstruktiv darge-
stellt haben. Das Produkt zweier solcher Matrizen ist wieder von gleicher Gestalt,
wir haben es mit einer Bewegungsgruppe zu tun. Bei der Zusammensetzung zweier
Galilei-Transformationen addiert sich die Geschwindigkeit (G[v1]G[v2] = G[v1 + va]).
In einer vierdimensionalen Raum-Zeit miissen wir auch rdumliche Drehungen ein-
schlieffen, und die Galilei-Transformationen werden durch

. t. to
(1) = G+,
d.h. ,

= t4tg,

¢ = Az —vt+ zxg

gegeben. Diese Transformationen bilden die Bewegungsgruppe der Newtonschen Me-
chanik, die Galilei-Gruppe. Transformationen ohne Rotation bilden eine kommuta-
tive Untergruppe,

Q[S,vl]g[&vg] = Q[S,vg]g[é’,vl] = Q[é’,vl +U2] .

Geschwindigkeiten werden durch Addition zusammengesetzt.

Die Wellengleichung fiir eine Erregung ®,

1 0? 0? 0? 0?

= —=5 -5 —5)® = 11 B.1

(02 otz 9x2  Oy? 822) Quelle , (B.1)
dndert bei Galilei-Transformationen ihre Form. Es erscheinen gemischte partielle
Ableitungen, und die durch Gleichung (B.1) beschriebene Isotropie der Ausbreitung
verschwindet (Kapitel 4). Die Forderung nach universeller Isotropie der Lichtaus-
breitung ist die nach der Invarianz der Wellengleichung, wenn c die Lichtgeschwin-
digkeit ist?. Die Transformationen zwischen den Inertialsystemen diirfen die Form

*Wenn es gelingt, Objekte und MeBapparate allein aus Lésungen einer Wellengleichung zu kon-
struieren, ergibt sich eine entsprechende Relativitit auch dann, wenn die Wellengeschwindigkeit
nicht die Lichtgeschwindigkeit ist und die Wellen einen Tréger haben, der dann allerdings mit den
so konstruierten Mefgerdten nicht erfaBbar ist [54].
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Abbildung B.1: Einfache Koordinaten-
konstruktion

Ausgehend von einer Basis tragen wir in zwei
definierte Richtungen ab, bis der zu bezeich-
nende Punkt erreicht ist. Die Koordinaten
sind die Anzahl der Schritte. Voraussetzung
fiir ein solches Verfahren ist aber ein metri-
scher Raum: Man muf eine Strecke abtragen
konnen und auch einen rechten Winkel be-
sitzen, noch dazu mit Orientierung!
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Abbildung B.2: Frei fallende Bezugssy-
steme

Wir zeichnen drei Weltlinien mit gleicher
Beschleunigung. Es sind Parabeln. Lassen
wir einen Beobachter mit gleicher Beschleu-
nigung fallen (strichpunktierte Kurve) und
beziehen die rdumliche Koordinate auf ihn,
finden wir gerade Linien in seinem Bezugs-
system (dreifach strichpunktierte Linie). So
wird mit der Verschiebung von F'in F'* auch
FE in E* verschoben. Entsprechend wird das
krummlinige Dreieck ABC' in das gew&hnli-
che Dreieck A* B*C* verschoben.

der Wellengleichung nicht antasten. Man kann zeigen, daf} solche Transformationen
weiter linear sind. Im zweidimensionalen Fall ist die (allgemeine homogene) lineare

Transformation
c* = y(act—px),
¥ = v (z—ot)

eine Bewegung des neuen Ursprungs z* = 0 mit Geschwindigkeit v gegen das alte
Bezugssystem. Die Koeflizienten «, § und ~ miissen noch bestimmt werden. Die
Invarianz der zweidimensionalen Wellengleichung bedeutet

1

L a=1, =2

V= :
C

Wir erhalten diese Werte auch auf dem Umweg iiber die in Abbildung 5.1 ein-
gefiihrten Lichtkoordinaten. Dort wurde gezeigt, dal das Produkt {[P]n[P] =
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¢[S[P]In[S[P]] erhalten bleibt. Das ist unserer Formel fiir die (spezielle) Lorentz-
Transformation?

ct* ct cto
= Lv ,
() = 2w+ ()
. ct — iz
ct® = £ + cty ,
1 v
62
x— et
¥ = —E—+x9
2
-2

dquivalent. Wieder ist die Matrix L[vyelativ] der formelseitige Ausdruck der Drehung,
wieder bilden die Transformationen eine Gruppe, wieder findet man die Zusammen-
setzung der Geschwindigkeiten mit L[v1]L[vs] = L[V]. Jedoch ist die Zusammenset-
zung nun nicht mehr linear. Wir erhalten statt dessen Einsteins Additionstheorem
der Geschwindigkeiten,

V1 + 2
1+M :

c2

V= (B.2)
Folglich tragt die Relativgeschwindigkeit nicht mehr den Charakter eines Winkels,
den wir als additiven Parameter der Drehungen kennen. Sie ist vielmehr der hyper-
bolische Tangens eines solchen Parameters, denn Gleichung (B.2) ist das Additions-
theorem dieser Winkelfunktion:

tanh[f;] + tanh[6s)]
1 + tanh[f;|tanh[f5]

tanh[91 + (92] =

In der vierdimensionalen Raum-Zeit werden die speziellen Lorentz-Transforma-
tionen

ct* ct

= L[E B.3
() =cleul() (B3)
durch die Formeln
N ct — Loz
ot = ———,
-5
vr
Tt = w—%vw—i—v v
v 1_1)2

gegeben. Die speziellen Lorentz-Transformationen bilden in der vierdimensiona-
len Raum-Zeit keine Untergruppe: Sind die Geschwindigkeiten v; und vo nicht

3Wir lassen die Translationen des Ursprungs (z* = x + o, t* = t + to) hier weg. Sie bilden eine
Untergruppe. Werden sie in die Lorentz-Gruppe einbezogen, spricht von der inhomogenen Gruppe
oder Poincaré-Gruppe.
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parallel, enthilt das Produkt der speziellen Lorentz-Transformationen immer ei-
ne Drehung. Das ist Ausdruck der Kriimmung des Geschwindigkeitsraums und der
Thomas-Prizession. Der Geschwindigkeitsraum erhilt eine hyperbolische Geometrie
[140, 141]. Er bleibt euklidisch im Kleinen, hat aber negative Kriimmung. In der Ebe-
ne beschreiben die Geschwindigkeitskoordinaten Kleins Modell der nichteuklidischen
Geometrie (Abschnitt D.3).

Der Geschwindigkeitsraum ist eine Projektion der Zeit- oder Massenschalen. Mit
dem hyperbolischen Winkel koénnen auch hier Polarkoordinaten analog der Kugel
eingefiihrt werden. Der Unterschied besteht darin, daf§ auf der Kugel die Kreise fester
Poldistanz 6 jenseits des Aquators wieder kleiner werden und die doppelte Poldistanz
des Aquators die Kugel vollstiindig iiberdeckt. Auf der Zeitschale, der Massenschale,
dem Geschwindigkeitsraum kann die Poldistanz dagegen unbeschrankt wachsen.

Die Invarianz der Wellengleichung zieht die Invarianz des Linienelements

ds? = Adt? — dz? — dy? — d2? = Z nip dz'da®

ik
mit
1, 0, 0, 0
0, -1, 0, 0
Nik = 0, 0, -1, 0 (B.4)
0, 0, 0, —1

)

nach sich. Dies ist Ausdruck des Satzes des Pythagoras (Abb. 5.2). Ein Linienelement
wird zur Bestimmung der Bogenldnge einer Kurve gebraucht. In der euklidischen
Geometrie nehmen wir eine Kurve Q[A] = [z[\], y[A]] und teilen sie in infinitesimal
kleine Segmente, die ihrerseits nach Pythagoras

dIQIN, QA + dN]] = (w[A + dX] — 2[\))? + (y[A + dA] — y[\])?) 2
ausgewertet und dann integriert werden. Der Ausdruck
ds® = (z[A +dX\] — 2[A])? + (y[A + d\] — y[\])? = d2? + dy?

ist das euklidische Linienelement. Substituieren wir allgemeine Koordinaten (z =
z[¢1, 2] und y = y[¢!, €?]), entsteht eine allgemeine quadratische Form,

ds* =) gpd¢'de? .
ik

Diese Form kann einfach auf héhere Dimensionen und variable Koeffizienten verall-
gemeinert werden.

Auf der Weltlinie eines ruhenden Korpers dndern sich z, y und z nicht. Das
Linienelement beschreibt daher im allgemeinen Falle den Verlauf der Eigenzeit, den
Gang der Uhr, deren Fahrplan die betreffende Weltlinie ist, d.h.,

1
dr = —-ds .
c
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Wir erhalten die Vierergeschwindigkeit als normierte Tangente der Weltlinie z¢ =
2'[A], (i =0,...,3). Sie ist der Zuwachs der vier Koordinaten mit der Eigenzeit,

Die erste Komponente beschreibt die Zeitdilatation. Die Eigenzeitintervalle sind im-
mer um den Faktor v kleiner als die entsprechenden Intervalle der Systemzeit.

Der Viererimpuls entsteht nach Multiplikation der Vierergeschwindigkeit mit der
Ruhmasse, d.h.,

P =mou’ = ———=]c, vz, vy, Vs . (B.5)

Newtons drittes Axiom muf} die Form
Mo N
Z Pa= Z P'p (B.6)
A=1 B=1

erhalten. In dem beschriebenen Prozefl stoffen M Teilchen mit den Viererimpulsen
p' 4 zusammen und bilden N Teilchen mit den Viererimpulsen p’5. Newtons zweites
Axiom verkniipft die einzelnen Anderungen der Impulse mit der Kraft, d.h.,

o dpt
=L
dr
Die StoBbedingung (B.6) muf ebenso wie die Konstanz der Ruhmasse (3 nip'p* =
m3c? = const) als Bedingungen an die Krifte F* gelesen werden.

Die dreidimensional bewertete trage Masse ist durch

gegeben. Diese Gleichung kennen wir als Geschwindigkeitsabhéngigkeit der Masse
(Gl 5.4). Sie muB3 beobachtet werden, wenn es richtig ist, die Mechanik der univer-
sell isotropen Lichtausbreitung anzupassen. Ist die trige Masse geschwindigkeitsun-
abhéingig, kann die Mechanik nur invariant gegen die Galilei-Gruppe sein.

B.3 Riemann-Riume, Einstein-Welten

Wenn wir den Lichtstrahl als Paradigma der geraden Linie akzeptieren und ein
Schwerefeld die Lichtausbreitung beeinflufit, fallen alle Hoffnungen auf lineare Ko-
ordinaten zusammen. Die homogene oder gar euklidische Geometrie des Raums bzw.
die Minkowski-Geometrie der Welt ist dann eine lokale Ndherung, die nur so weit
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verwendet werden darf, wie sich die Inhomogenitét des Schwerefeldes nicht bemerk-
bar macht. Setzen wir Experimente an, in denen sie sich bemerkbar macht, etwa bei
der Bewegung im interplanetaren Raum, kéonnen Raum und Welt nicht als homo-
gen angesehen werden. Wir miissen akzeptieren, dafl die Wellengleichung variable
(allgemeine) Koeffizienten hat, d.h.,
. 92
%; g*[P] BBk ® = Quelle, erste Ableitungen . (B.7)

Thre Invarianz fithrt auf ein ebenfalls invariantes Linienelement

ds? = Zgik [P]dztda® (B.8)
ik
mit
;9”9 =0T 0 fwitk

Wir miissen einsehen, dafl Koordinaten nun nicht mehr wie in homogenen R&umen
durch Bewegungsgruppen definiert werden kénnen. Die Substitution allgemeiner Ko-
ordinaten muf$ zugelassen werden, und die Beschreibung aller Objekte hat sich dem
anzupassen. Diese Anpassung heifit allgemeine Kovarianz. Beginnt man die Kon-
struktion der Geometrie mit beliebigen Koordinaten, ist das Linienelement (B.8)
der zentrale Begriff. Es bleibt eine modifizierte Form des Satzes des Pythagoras,
genauer eine quadratische Form der Koordinatendifferenzen dz*. Das Koeffizienten-
schema g¢;; variiert mit dem Ort. — Weil der Abstand zweier Punkte nicht von den
Koordinaten abhédngen kann, diirfen Substitutionen neuer Koordinaten den Wert
des Ausdrucks (B.8) nicht dndern. Folglich erfordert jede Substitution neuer Koor-
dinaten ein bestimmtes Transformationsgesetz fiir das Koeffizientenschema g;i, das

dann metrischer Tensor genannt wird. Der Bezugsfall (B.4) heifit Minkowski-Tensor.

Die beiden Tensoren g;; und ¢%* sind zueinander invers, aber nicht mehr nu-
merisch gleich wie in der Minkowski-Geometrie. Bei Koordinatentransformationen
verhalten sie sich verschieden. Die Substitution neuer Koordinaten in Gleichung
(B.7) ergibt das Transformationsgesetz

xik Im Oz 0"
g —Zg ozl oxm ’
Im

wobei die bei der Substitution auftauchenden ersten Ableitungen einer gesonderten
Behandlung bediirfen. Gleichung (B.8) ergibt

N ozl ox™
9 ik = Zglm Ot Orrk
Im
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Die iiberragende Bedeutung der Anpassung an allgemeine Koordinatensubstitutio-
nen fithrt auf die Definition von Vektoren und Tensoren geradewegs durch die impli-
zierten Transformationsgesetze. Vektoren und Tensoren werden transformiert durch
Substitution kombiniert mit der Multiplikation mit einer Reihe von Jacobi-Matrizen

(%i;). Zu jedem Index gehort ein Jacobi-Faktor, zu einem unteren ( gf*), zu ei-

nem oberen (%). Entsprechend der Indexstellung spricht man von kovarianten und
kontravarianten Vektoren? und Tensoren. Das allgemeine Transformationsgesetz ist

homogen:

S A B =3 AmB,, .

k m

Objekte des gleichen Transformationstyps bilden eine Vektoralgebra, sie kénnen ver-
glichen und addiert werden und mit einem (skalaren) Faktor multipliziert werden.
FEin Skalar ist ein Objekt, das nur substituiert, aber mit keiner Jacobi-Matrix mul-
tipliziert wird, also keinen Index trédgt. Wir miissen zwischen unteren und oberen
Indizes, d.h. zwischen Objekten verschiedenen Transformationstyps, gut unterschei-
den. In einer forminvarianten Gleichung miissen alle Terme zum gleichen Transfor-
mationstyp gehoren.

Es ist sehr wichtig, dafl sich — nach diesen Vereinbarungen — bei Summation
iiber ein Paar aus oberem und unterem Index die Transformationsmatrizen kiirzen.
Das ist auch der Anlaf}; die Einsteinsche Summationskonvention einzufithren. Wir
werden in Zukunft die Summationszeichen weglassen und automatisch Summation
verlangen, wenn in einem Term der gleiche Buchstabe sowohl oben als auch unten

erscheint. An Stelle von > A™B,, schreiben wir einfach A™B,,. Von hier an wird
m

diese Konvention benutzt.

Der erste kontravariante Vektor ist die Positionsinderung da’. Sein Transfor-
mationsgesetz ist die Darstellung des totalen Differentials. Daraus leitet sich ganz
einfach die Vierergeschwindigkeit u? = dz?/dr ab. Der erste kovariante Vektor ist
der Gradient 0®/0z" eines Potentials ®. Sein Transformationsgesetz ist identisch
mit der Kettenregel fiir partielle Ableitungen. Das Produkt

d® = %dxk (= zk: %dxk ,  zur Erinnerung!)
ist das skalare totale Differential des Potentials ®.

In der Newtonschen Mechanik wird eine konservative Kraft (Schwerkraft, elek-
trostatische Anziehung oder Abstoflung) durch den Gradienten eines Potentials be-
schrieben. Auch in der kanonischen Mechanik ist die Anderung der Impulskoordina-
ten gleich dem Gradienten der Hamilton-Funktion. Deshalb sind Kraft und Impuls

“In diesem Bild tragen Vektoren genau einen Index.
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zunéchst kovariante Vektoren. Die Beziehung zwischen Impuls und Geschwindigkeit
enthélt dann ganz offen die Metrik:
0P _ dp; d

ox? Yodr dr (migu”) dr (ginmou”)

In allgemeinen Koordinaten kann ersichtlich die in p; = miru® erscheinende Masse

anisotrop sein. Es ist eine physikalische Erfahrung, dafl diese Anisotropie als Metrik
angesehen werden kann. Dem haben wir entsprochen, als wir in Kapitel 3 den Kreis
an symmetrischen Stoflen definiert haben. Die Anisotropie wird vollig unsichtbar,
wenn sich die Kraftgesetze ausschliefilich auf diese Metrik stiitzen [29]. Das Beispiel
dafiir ist ein Potential, das der Wellengleichung® (B.7) mit dem Inversen von gy, als
Koeffizientenschema ¢**. Anisotropie zwischen triger Masse und Wellengleichungen
kann man testen [81]. Trotz einer Genauigkeit von 10724 ist nichts gefunden worden.

In der Struktur des metrischen Tensors und seiner Anderung in Ort und Zeit
sind die charakteristische Signatur und die Kriimmung enthalten. Die allgemeine
Behandlung eines solchen metrischen Raums fiithrt auf die Riemannsche Geome-
trie inhomogen gekriimmter Raume und die Finsteinsche Geometrie inhomogen ge-
kriimmter Welten. Die Wahl der Koordinaten und die Vektoralgebra miissen formal
auseinandergehalten werden. Die Koordinatenwahl bleibt ja vollstindig frei (wir kon-
struieren alles vollsténdig kovariant), die Vektoralgebra bleibt lokal. Das heifit, wir
konstruieren die Vektoralgebren an jedem Punkt einzeln, die Vektorrdume sind den
Tangentialebenen an gekriimmten Flichen analog und behalten die euklidische oder
pseudoeuklidische Geometrie, was nichts anderes heift, als dafy das euklidische bzw.
pseudoeuklidische Skalarprodukt unverindert bleibt. Die Operationen der Vektoral-
gebra wie die Multiplikation von Vektoren mit Skalaren (Gl. (B.5)) und die Addition
(Gl (B.6)) konnen an jedem Punkt ohne Beriicksichtigung seiner Umgebung aus-
gefithrt werden. Es ist aber eine neue Aufgabe, Vektoren an verschiedenen Punkten
zu vergleichen, also etwa das zweite Newtonsche Axiom zu formulieren, in dem der
Impuls an zwei verschiedenen Ereignissen verglichen wird. Die Subtraktion eines
Vektors p‘[r] am Punkte P = [2°[r]] von einem andern (p’[r + d7]) an einem Nach-
barpunkt (Q = P + dP = [z![r] + d2?]) ist nun eine Operation, die den (parallelen)
Transport des Vektors p’[7] von P nach @ einschlieft. Die formale Entsprechung die-
ser Feststellung ist die Tatsache, daf der einfache Zuwachs dp® nicht benutzt werden
kann: Sein Transformationsgesetz ist nicht homogen, er gehért nicht zur Vektoral-
gebra. Der Paralleltransport von Vektoren durch den Raum oder die Welt erfordert
eine gesonderte Vorschrift, die in Einsteins allgemeiner Relativitétstheorie mit der
Orientierung an Geoditen abgeleitet wird, so wie wir das in Kapitel 7 getan haben.
Alles dies kann in Biichern zur allgemeinen Relativitiatstheorie gefunden werden und
ist nicht Gegenstand dieses Buches.

®Die Gleichungen fiir das elektromagnetische Feld wie fiir das Gravitationsfeld sind am Ende
komplizierter. Dennoch enthalten sie nur die Metrik g;; und auf ihr aufbauende Konstruktionen.



Anhang C

Projektive Geometrie

C.1 Algebra

Wir wollen hier nicht die axiomatische Begriindung der projektiven Geometrie unter-
suchen, sondern auf anschaulichem Wege die Formalisierung finden, die ein einfaches
arithmetisches Nachvollziehen der geometrischen Zusammenhénge gestattet. Wegen
der anschaulichen Ubertragung des Doppelverhéltnisses von einer Geraden auf die
néchste (Abb. 8.5) benutzen wir fiir wir die koordinatenseitige Darstellung der pro-
jektiven Ebene ein rdumliches Strahlbiischel. Wir betten also die projektive Ebene
in einen dreidimensionalen Raum, wéhlen ein Zentrum auflerhalb der Ebene und
ersetzen Geraden und Punkte der projektiven Ebene durch Ebenen und Strahlen,
die von diesem Zentrum getragen werden (Abb. C.1). Es sei daran erinnert, daf§ wir
die Einsteinsche Summationskonvention benutzen.

Wir haben schon bei der Ubertragung des Doppelverhéltnisses von Gerade zu Ge-
rade gesehen, dafl man die Punkte einer Geraden giinstig durch Strahlen von einem
Perspektivititszentrum darstellt. Fiir die Ebene heifit das, da3 wir die Punkte durch
Strahlen im dreidimensionalen Raum (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit mit
cartesischen Koordinaten) charakterisieren, deren Richtungskoeffizienten nur bis auf
einen Faktor bestimmt sind. Ein Punkt A ist durch ein Tripel [A!, A% A3] gegeben,
wobei ein gemeinsamer Faktor keine Bedeutung hat: [A', A2, A3] und \-[A!, A%, A3
stellen denselben Punkt der projektiven Ebene dar. Diese Zeichenebene sei (wieder
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) durch A3 = 1 gegeben. Auf der Zeichenebene
haben die Punkte also die cartesischen Koordinaten

Al A?
die tatsiichlich von einem Faktor A unabhingig sind. Die Tripel [A!, A2, A3] listen
daher homogene Punktkoordinaten.

Die Geraden der projektiven Ebene sind die Schnitte dieser Ebene mit den Ebe-

nen durch den Ursprung. Strahlen durch den Ursprung in diesen Ebenen entsprechen
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wiederum Punkten auf den Geraden der Zeichenebene. Die Gleichung solcher Strah-
len lautet

gAY + o A? 4 g3 A3 = g AF =0, (C.2)

wobei die Ebene durch das Tripel ihrer Richtungskoeffizienten g = [g1, g2, g3] ge-
geben ist. Wie bei den homogenen Punktkoordinaten ist wieder ein gemeinsamer
Faktor frei. Wir indizieren also Geradenkoordinaten unten und Punktkoordinaten
oben und koénnen so die Einsteinsche Summenkonvention ohne Gefahr benutzen und
alle Summationszeichen weglassen. Steht in einem Produkt der gleiche Index einmal
unten und einmal oben, wird automatisch iiber ihn summiert werden.

Weil sowohl Punkte als auch Geraden durch Koordinatentripel beschrieben wer-
den, kann man eine Vertauschung ihrer Bedeutung untersuchen. Liest man in einer
Konstruktion alle homogenen Punktkoordinaten als Geradenkoordinaten und alle
Geradenkoordinaten als Punktkoordinaten und vertauscht man den Schnitt zweier
Geraden mit der Verbindung zweier Punkte, entsteht wieder eine giiltige Konstruk-
tion: Dies ist die Dualitit in der projektiven Geometrie der Ebene, die wir verschie-
dentlich zitieren.

Die zweidimensionale projektive Ebene 148t sich also am einfachsten mit der
dreidimensionalen linearen Vektor-Algebra darstellen. Die Vektoren dieser Algebra
sind die Tripel homogener Koordinaten. Punkte bezeichnen wir mit Groflbuchsta-
ben. Wenn wir Gleichung (C.1) beachten, sehen wir, dafl die Ferngerade alle Punkte
mit A% = 0 enthilt. Aus den gewohnten cartesischen Koordinaten (£,7) der Ebe-
ne werden projektive Koordinaten, indem wir diese Ebene als Ebene ( = 1 im
Raum auffassen und jedem Punkt den Strahl (A, An, \) zuordnen, fiir den A unbe-
stimmt bleibt, weil es die Stelle auf dem Strahl bestimmt. Geraden bezeichnen wir
mit Kleinbuchstaben. Wieder sind die Koordinaten nur bis auf einen gemeinsamen
Faktor bestimmt, der u.U. so gewahlt werden kann, dafl die Hessesche Normalform
entsteht. Ein Punkt A = [A!, A%, A%] liegt auf der Geraden g = [g1, g2, g3], wenn
gkAk = 0 ist.

Die Vektoralgebra gestattet aber nicht nur Multiplikation, sondern auch Additi-
on. Diese geschieht komponentenweise, etwa

[91, 92, 93] + [h1, ha, ha] = [91 + ha, g2 + h2, g3 + hs] (C.3)
Diese Addition ist unter homogenen linearen Transformationen invariant, d.h.,
T(g+h)=Tg+Th,

aber wir konnen nicht erwarten, Gleichung (C.3) als Addition zweier Geraden (die
ja die Tripel g und h nicht eindeutig bestimmen) interpretieren zu diirfen. Wir rech-
nen mit einer solchen Addition unter den Bedingungen linearer Transformationen.
Projektiv invariant definierte Relationen werden immer homogen in den einzelnen
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Zentrum

Abbildung C.1: Homogene Koordinaten

Zwei Ebenen v; und 2 durch das Zentrum
schneiden sich léngs eines Strahls a durch das
Zentrum. Ebenen und Strahl schneiden die
Zeichenebene in zwei Geraden g; und go und
dem Punkt A. Wir charakterisieren die Ge-
rade der Zeichenebene durch eine Ebene im
Raum, die allein von der Richtung ihre Nor-
malen bestimmt ist. Wir charakterisieren den
Punkt der Zeichenebene durch einen Strahl
im Raum, der wieder allein durch seine Rich-
tung bestimmt ist. Der Betrag dieser Rich-
tungsvektoren spielt keine Rolle.
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Abbildung C.2: Projektive Koordinaten

Projektive Koordinaten werden mit dem har-
monischen Wurf konstruiert, dessen Form
und Invarianz aus den Axiomen folgt. Auf
einer Basisgeraden mufl man von drei Punk-
ten die Koordinate festlegen, etwa A mit der
Koordinate 0, B mit der Koordinate 1 und
F mit der Koordinate co. Wenn wir nun eine
Basis [A, B] vervielfachen wollen, suchen wir
den Punkt C, der zusammen mit A die Punk-
te [B, F| harmonisch teilt. Dadurch kann die
Basis iiber die gesamte Gerade iibertragen
werden.

Variablen sein. Das ist im {ibrigen auch ein ganz brauchbarer Test, dafl man richtig
gerechnet hat. Wenn man also etwa eine Formel

P=PI[A,..q,..,B]

gefunden hat, dann sollte man priifen, ob es wirklich Exponenten gibt, fiir die

PAAA, s Aggs s ABB, ] = N A9 NP L P[A, .., g, ..., B]

gilt. Findet man solche Homogenitét nicht, sollte man einen Fehler in der Rechnung
suchen. Hat man aber richtig gerechnet und findet dennoch keine Homogenitét, dann
ist P nur Objekt des linearen Raums, in dem wir gerechnet haben, nicht aber Objekt
der projektiven Ebene.

Wir konnen ein Netz projektiver Koordinaten (Abb. C.2) so aufbauen, daf§ die
Koordinaten auf jeder einzelnen Geraden ein Doppelverhiltnis darstellen. Sind vier
Punkte auf einer Geraden gegeben und kann das Doppelverhéltnis der vier ersten
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Koordinaten, der vier zweiten oder der vier dritten berechnet werden, so sollen al-
le drei gleich dem Doppelverhéltnis der vier Punkte sein, so wie man es rekursiv
aus einem harmonischen Wurf bestimmen kann. Das Mittel der Ubertragung von
Strecken, das zur Koordinatenkonstruktion vorhanden sein muf}, ist hier der har-
monische Wurf. Nacheinander angewendet, erzeugt er eine gleichméflige Teilung der
Geraden, die darauf durch harmonische Teilung verfeinert werden kann. Die Dop-
pelverhiéltnisse werden dann zu Koordinaten. Es ist nicht nétig, zur Bestimmung
projektiver Koordinaten etwa cartesische Koordinaten der euklidischen Ebene im
Hinterkopf bereitzuhalten.

Wir definieren nun die Produkte der Vektoralgebra, die wir fiir unsere Rechnun-
gen benétigen werden. Eben haben wir bereits das Skalarprodukt verwendet. Damit
bezeichnen wir die Bildung

(g, 4) & gpAF . (C4)
Punkt und Gerade kann man immer skalar multiplizieren, zwei Punkte oder zwei Ge-
raden so einfach jedoch nicht!. Das Skalarprodukt von Punkt und Geraden testet die
Inzidenz, ob der Punkt A auf der Geraden g liegt oder die Gerade g durch den Punkt
A geht. Oft 148t man auch die Klammern und das Komma weg und versteht in jeder
Formelzeile gA oder Ag als Skalarprodukt. Virtuell sind die Klammern natiirlich
zu beachten. Sie kénnen nicht wie in gewthnlichen Produkten bewegt werden. Wir
werden sie immer setzen, damit Verwechslungen mit Gruppenoperationen vermie-
den werden. — Zwei Punkte werden durch das Kreuzprodukt auf eine Gerade (die
Verbindungsgerade) abgebildet, zwei Geraden auf einen Punkt (den Schnittpunkt).
Wir definieren entsprechend

axb® [aabs — azba, aszby —aibs, aiby —asbq] , (C.5)
und wir schreiben dafiir

(a x bk = M™apb,, , (A x B), = emA'B™ .

Die dreifach indizierten Symbole €y, und €™

sind das Signum der entsprechenden
Permutationen. Das Permutationssymbol € ist Null, falls zwei Indizes gleich sind, es
ist gleich +1, wenn die Permutation gerade, und —1, wenn die Permutation ungerade
ist. So ist (A, A x B) = (B, A x B) = 0. Die beiden Punkte A und B liegen auf der
Geraden A x B, und das Duale gilt ebenfalls. Die beiden Geraden g und h gehen
durch den Punkt g x h. Das Kreuzprodukt ist antisymmetrisch. Es gilt die wichtige

Formel

(Ax(gxh)=g-(Ah)—h-(Ag) . (C.6)

'Ein Skalarprodukt kann gegen lineare Transformationen nur invariant sein, wenn sich die Fak-
toren kontragredient transformieren, d.h. der eine Faktor mit dem Inversen der Transformations-
matrix des anderen. Die beiden Faktoren miissen also verschiedenen Vektorrdumen angehéren. In
der euklidischen Geometrie, wo die Transformationsmatrizen orthogonal sind, féllt das nicht auf.
Im Gegenteil, dort wird das Skalarprodukt oft mit der Metrik identifiziert.
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Wieder 148t man oft die Klammern weg und versteht in einer Formelzeile AB oder
gh als Kreuzprodukt. Wieder bleiben die Klammern virtuell présent und diirfen
nicht bewegt werden. Das Kreuzprodukt AB ergibt die Koeffizienten der Verbin-
dungsgeraden, gh die des Schnittpunkts. — Aus Kreuzprodukt und Skalarprodukt
kombinieren wir das Spatprodukt. Ein Punkt ist kollinear mit zwei anderen Punkten,
wenn er auf deren Verbindungsgeraden liegt. Das Spatprodukt dreier Punkte

[P,Q,R] Y ¢4 PPQ'R™ = (P,Q x R) (C.7)

testet die Kollinearitéit, das Spatprodukt dreier Geraden

£, 9,8 & M frgihy, = (f, g x h)

die Konkurrenz (das Schneiden in einem Punkt bzw. die Biischeleigenschaft). Das
Spatprodukt dreier kollinearer Punkte verschwindet ebenso wie das dreier konkur-
renter Geraden. Es gilt die Regel

(P.(Qx R)) © [P.Q.R] = [R,P.QI = (R.(Px Q) , (C8)
und so weiter. Die Regel (C.6) erweitert sich zu
(PxQ)x(RxS)=R-[P,Q,S]—-S-[P,Q,R] . (C.9)

Sind im Spatprodukt zwei Faktoren proportional (im Sinne der homogenen Koor-
dinaten also gleich), verschwinden das Kreuzprodukt und das Spatprodukt. Das
Spatprodukt kann als Volumen des Parallelepipeds aufgefafit werden, das von den
Faktoren im euklidischen dreidimensionalen Raum aufgespannt wird. — Schliellich
benennen wir noch das direkte Produkt zweier Tripel. Es ist eine Matrix, die je nach
dem Charakter der Faktoren die Indizes oben oder unten trégt:

ij def i g i i
(Po@)Y = P'Q", (Pog)'y=Pygy, (90h)u=grh . (C.10)
Daraus folgt u.a.

(PoQ)g=P-(Q,9) -

Wenn iiber mehrere Verbindungen und Schnittpunkte gerechnet werden muf, er-
geben sich viele ineinandergeschachtelte Kreuzprodukte, die mit den Formeln (C.6),

(C.9) und
(g x hy A x B) = (g, B){h, A) — (g, A) (h, B)

vereinfacht werden kénnen. Darauf griindet die wichtige Zerlegungsformel
go(axb)+ao(bxg)+bo(gxa)=E]labgl, (C.11)

die fiir alle g, a, b gilt, deren Spatprodukt nicht verschwindet.
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C.2 Projektive Abbildungen

Die Einfiihrung homogener Koordinaten gestattet die Darstellung der projektiven
Beziehungen durch lineare Abbildungen im dreidimensionalen Raum. Die Vereinfa-
chung der Rechnung wird dabei mit der Erhchung der Dimension ,,bezahlt“. Das
einfachste Beispiel einer linearen Abbildung ist die Parallelprojektion. Geraden blei-
ben Geraden, und alle Verhéltnisse auf den Geraden bleiben erhalten. Allgemein
werden aus projektiven Abbildungen der Ebene nun lineare homogene Abbildungen
des Raums, wenn aus den Punkten der Ebene nun Geraden durch ein Zentrum des
Raums und aus den Geraden der Ebene nun Ebenen werden, die dieses Zentrum
enthalten.

In unserem Falle gibt es zun#chst vier Arten von linearen Abbildungen:

1. Abbildungen des Punktraums auf sich. Die entsprechenden Matrizen tragen
cinen Index oben, einen unten: Q* = 7[Q] = 7Q, Q** = T%Ql.

2. Abbildungen des Geradenraums auf sich. Die entsprechenden Matrizen tragen
einen Index oben, einen unten: ¢* = U[g] = Uyg, g; = Uklgl.

3. Abbildungen des Punktraums auf den Geradenraum. Die entsprechenden Ma-
trizen tragen beide Indizes unten: g = A[Q] = AQ, g, = AnQ".

4. Abbildungen des Geradenraums auf den Punktraum. Die entsprechenden Ma-
trizen tragen beide Indizes oben: Q = Blg] = Bg, QF = B*g,.

Sind die Determinanten der entsprechenden Matrizen von Null verschieden, definiert
eine Abbildung des Punktraums durch ihr Inverses immer auch eine Abbildung des
Geradenraums, und es gilt?

T, =6, TF U™ =6F baw. ApnB™ =06, , B™A,. =0, .

Mit U als dem Inversen von T induziert die Abbildung des Punktraums auf sich eine
Abbildung des Geradenraums auf sich. Die definierende Forderung verlangt, daf§ das
Bild Q* des Aufpunkts @ auf dem Bild g* der Geraden g genau dann liegen soll,
wenn @ auf g liegt. Dabei ergeben sich gleiche Skalarprodukte:

Q™" = qU'TE Q™ = ¢01,Q™ = Q" .

Eine projektive Abbildung ist nun gerade solch ein Paar linearer Abbildungen.
Die entsprechende Abbildung der Geraden geschieht also mit der inversen Matrix
der Abbildung der Punkte: ¢* = ¢7 1,

(TQF =THQ", (9T ") =a(T )} . (C.12)

2Die Symbole §f stellen die Einheitsmatrix dar, also ist 6F = 1, falls k = I, und §F = 0, falls

k#1.
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Wie in Abschnitt B.3 begriindet, nennen wir die Punktkoordinaten kontravariant zu
den Geradenkoordinaten, weil die Transformationsmatrizen zueinander invers sind,
und schreiben zur Kenntlichmachung ihre Indizes oben. Die Geradenkoordinaten
heilen entsprechend kovariant, und wir schreiben ihre Indizes unten. Das vermeidet
nicht nur Verwechslungsfehler von Punkt- und Geradenkoordinaten, sondern zeigt
auch, was bei projektiven Abbildungen zu tun ist. Die Abbildungsmatrizen tragen
einen Index oben, einen unten. Bei Multiplikation mit Geraden ergibt sich wieder
eine Gerade, bei Multiplikation mit Punkten wieder ein Punkt.

Eine Punkttransformation Q* = 7 @) geht also einher mit der Geradentransfor-
mation g* = g7 ! = gU. Das Skalarprodukt ist invariant ((g,Q) = (g*, Q*)), fiir
das Kreuzprodukt gilt

(911/{ X QQU)M = (detl/{)gl X g2 , T(Tpl X TPQ) = (detT)P1 X P2 (013)
und daher auch
T(g1 X g2) = (detT)(ng_l) X (ggT_l) . (C.14)

Korollare fiir lineare Abbildungen A von Punkten auf Geraden und Abbildungen
B = A~! von Geraden auf Punkte sind:

Algr x g2) = (detA)(Bgr x Bga) ,

Alg x AQ) = (detA)(Bg x Q) ,

((Q1 x Q2), B(Q3 x Qu)) = (detB)((Q1,AQ3)(Q2, AQ4) — (Q1, AQ1)(Q2AQ3))
Q1 x B(Q2 x Q3) = (detB)A(Q2(Q1, AQs) — Q3(Q1, AQ2)) -

Projektive Abbildungen der Ebene lassen das Doppelverhéltnis von vier Punkten
einer Punktreihe und von vier Geraden eines Strahlbiischels unverdndert. Mit Hilfe
eines Punktes S, der nicht auf [A4, B, C, D] liegt, konnen wir das Doppelverhéltnis der
Punkte als Doppelverhéltnis der Volumina im dreidimensionalen homogenen Raum
darstellen:

[A,C, S| [B,D,S]
[A,D,S][B,C,S]

D[A, B;C, D] = (C.15)

Das Doppelverhéltnis hiéngt nicht von der Lage des Hilfspunkts S ab. Um das zu
sehen, schreiben wir

(S, (A x C)){((B x D),S)

DA, B O Dl = e o DY (B < ), )

Die vier Geraden A x C, Ax D, B x C, B x D fallen nun aber alle zusammen, weil
die vier Punkte auf einer Geraden liegen. Es geht nur noch um den Vergleich ihrer
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Normierungen. Dies tut aber jede Multiplikation mit einer geeigneten Matrix, die in
unserem Falle in der Form S o S definiert ist, wobei S als Koordinatentripel eines
Punktes aufgefafit werden kann.

Drei Punkte Q1, @2, Q3 konnen bereits als Basis projektiver Koordinaten dienen.
Die Punkte @1, )2, Q3 miissen dazu linear unabhéngig sein, d.h., sie diirfen nicht
auf einer Geraden liegen. Die reziproke Basis im Geradenraum wird durch g, =

[Q1,Q2,Q3]7'Q2 x Q3, g2 = [Q1,Q2,Q3]7'Q3 x Q1, g3 = [Q1,Q2,Q3]'Q1 x Q2
gegeben. Es gilt nach Gleichung (C.11) auch

Q10 (Q2 X Q3)+Q20(Q3 x Q1)+ Q30 (Q1 X Q2) = [Q1,Q2,Q3]E . (C.16)

Ein Korollar dazu ist

(Q1 X Q2) 0 (Q3 x Qu) + (@3 x Q4) 0 (Q1 X Q2)
(Q1 X Q3)0(Qs X Q2)+ (Q1 x Q2) 0 (Q1 X Q3)
(Q1 xQ4)o(Q2xQ3)+ (Q2xQ3)0(Q1xQg) = 0. (C.17)

_|_
_|_

Eine projektive Transformation der Ebene ist bestimmt, wenn man von 4 Punk-
ten die Bildpunkte kennt und keine drei Punkte auf einer Geraden liegen. Die vier
Punkte miissen also ein vollsténdiges Viereck bilden, die Grundfigur aller projektiven
Konstruktionen. Dementsprechend kann man aus fiinf Punkten der projektiven Ebe-
ne bereits eine Invariante bilden, etwa f[A, B,C, D; S| = Dg[A, B; C, D] (Gl. C.15).
Als Funktion von S unterscheidet die Invariante zwischen den Kegelschnitten, die
sich durch A, B, C und D legen lassen. Diese Kegelschnitte bilden eine einpara-
metrige Schar, deren Parameter die Invariante sein kann. Fiir die entarteten Kegel-
schnitte (Geradenpaare) nimmt sie die Werte 0, 1 und oo an. Liegen die vier Punkte
A, B,C, D dagegen auf einer Linie, ist f ihr Doppelverhéltnis und unabhéngig vom
fiinften Punkt S (falls dieser nicht auch auf der gemeinsamen Geraden liegt). Die
projektive Transformation (7 : [Q1,Q2,Q3,Q4] — [Q7F,Q5, Q5 Q}]) kann in der

Form

T =2Q70(Q2 x Q3) + pQ50 (Q3 x Q1) +vQ3 0 (Q1 X Q2)

gesucht werden, wobei A, p, v durch die Gleichung des vierten Punktes (Q} = 7 Q4)
bestimmt werden miissen. Es entsteht

T = UYL (0ax @)

]
[Q2Q3Q4]
[@3Q1Q1] . QiQsQi . |
+ [Q3Q1Q4]Q2 (Qs x Q1) + [Q1Q2Q4]Q3 (Q1 X Qy) .

Die Abbildung 7 bleibt unbestimmt, wenn irgend drei der vier Punkte kollinear
sind.

Der einfachste Satz, der mit den angefiihrten Regeln nachgerechnet werden kann,
ist der Satz von Pappos (Abb. C.3). Die Schnittpunkte gegeniiberliegender Seiten
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Abbildung C.3: Der Satz von Pappos Abbildung C.4: Die dicke Linse

Liegen die Ecken Aq, A, Az, A4, A5, Ag eines  Die dicke Linse ist durch zwei Hauptebenen
Sechsecks abwechselnd auf zwei Geraden g h; und hy und die Brennweite f bestimmt.
und h, so liegen die Schnittpunkte 1, Q2,Q3 Wie dargestellt entsprechen die achsenparal-
gegeniiberliegender Seiten ebenfalls auf einer lelen Strahlen den Strahlen durch die jewei-
Geraden. ligen Brennpunkte.

eines Sechsecks sind durch Q1 = (A1 x Ag) x (A4 x As), Q2 = (Aax Az)x (A5x Ag) und
Q3 = (A3 x Ay) x (Ag x A1) gegeben. Gezeigt werden muB, daB [Q1, Q2, Q3] = 0 ist,
falls [A1, Az, A5] = 0 und [As, Ay, Ag] = 0. Das geschieht durch direkte Anwendung
der Regeln aus Abschnitt C.1.

Ein verbliiffendes Beispiel fiir projektive Abbildungen ist die dicke Linse
(Abb. C.4). In der Ndherung achsennaher Strahlen kann man die Abbildung mit zwei
Hauptebenen und den Brennpunkten konstruieren. Wir wéhlen als optische Achse
y = 0 und setzen die Hauptebenen bei z = 1 und & = x5 (bei einer diinnen Linse
fallen die beiden Hauptebenen zusammen, 1 = z2). Die Brennweite nennen wir f.
Der gegenstandsseitige Brennpunkt hat dann die Koordinaten F; = [z — f,0, 1], der
bildseitige F» = [z2 + f,0, 1]. Die Geradenkoordinaten der Hauptebenen sind hy =
[—1,0,21] und he = [—1,0, 23], der Fernpunkt der optischen Achse ist O = [1,0,0].
Das Strahlbiischel um F; wird auf das um den Fernpunkt der optischen Achse und
dieses wiederum auf das Strahlbiischel um F; abgebildet. Dann finden wir als Matrix
der projektiven Abbildung 7 A « (O x (hy X (F1 x A))) x (Fy x (he x (O x A))) den
Ausdruck

fHz 0 (f—z)(f +x2) — f2
7= 0 ¢ 0 . (C.18)
1 0 f—CL‘l

Die Matrizen dieser Art bilden eine Untergruppe der projektiven Abbildungen: Jedes
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Abbildung C.6: Die projektive Definition

Abbildung C.5: Der Satz von Pascal

Wir schreiben in einen Kegelschnitt das
Sechseck ABCDEF ein. Die Paare ge-
geniiberliegender Seiten (AB und DE, BC
und EF, CD und FA) schneiden sich in @1,
@2 und @s3. Diese drei Punkte liegen auf ei-
ner Geraden, der Pascalschen Geraden. Die-
se Kollinearitit wird durch Gleichung (C.21)
beschrieben.

des Kegelschnitts

Wir geben uns fiinf Punkte (ABCDE) vor
und suchen einen sechsten (F') so, dafi die
Schnittpunkte der gegeniiberliegenden Sei-
ten des Sechsecks ABCDEF auf einer Gera-
den liegen. Zunéchst schneiden sich AB und
DEFE fest in Q). Nun ziehen wir irgendeine Ge-
rade durch @. Ihr Schnittpunkt mit a = CD

soll auf der Seite AF' liegen, ihr Schnittpunkt
mit e = BC auf der Seite EF. Der Schnitt-
punkt beider ist der gesuchte Punkt F auf
dem Kegelschnitt. Zu jeder Geraden durch
@ finden wir einen solchen Punkt.

Linsensystem mit gemeinsamer optischer Achse ist (fiir achsennahe Strahlen) einer
dicken Linse dquivalent. Besonders merkwiirdig ist der Umstand, dafl eine ideales
Fernrohr? die Brechkraft f~! verschwindet und die Hauptebenen unendlich weit
auseinanderriicken.

C.3 Kegelschnitte

Kegelschnitte konnen auf verschiedene Weise definiert werden. Am einfachsten ist
es, sie als Kurven zweiter Ordnung zu charakterisieren, d.h. als Kurven, die eine
quadratische Gleichung erfiillen. Wir haben sie als Punktmenge mit einer Glei-
chung (Q, AQ) = ApQFQ' = 0 oder als Tangentenbiindel mit einer Gleichung

3In einem idealen Fernrohr fillt der bildseitige Brennpunkt des Objektivs fallt mit dem gegen-
standsseitigen Brennpunkt des Okulars zusammen.
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Abbildung C.7: Der Satz von Brianchon

Wir schreiben um einen Kegelschnitt das
Sechseck ABCDEF ein. Die Paare ge-
geniiberliegender Ecken bestimmen konkur-
rente Verbindungslinien: sie gehen durch
einen Punkt P. Dieser Satz ist dual zum Pas-
calschen Theorem. Punkte sind mit Gera-
den, Verbindung mit Schnitt und Kollinea-
ritdt mit Konkurrenz vertauscht.

Abbildung C.8: Dreieck und Kegelschnitt

Wir lassen in Abb. C.5 jeweils zwei Punk-
te und in Abb. C.7 zwei Tangenten des Ke-
gelschnitts zusammenfallen. Wir erhalten ein
einbeschriebenes Dreieck und ein umschrie-
benes Dreiseit. Die Schnittpunkte der Sei-
ten des einen mit den gegeniiberliegenden
Seiten des anderen sind kollinear, die Ver-
bindungslinien der Ecken des einen mit den

gegeniiberliegenden Fcken des anderen sind
konkurrent.

(t,Bt) = B¥itit; = 0 darzustellen. Die Matrizen A und B kénnen symmetrisch
gewdhlt werden, da eventuelle antisymmetrische Komponenten nicht in die Glei-
chung fiir den Kegelschnitt eingehen. Sowohl A als auch B konnen skaliert werden,
d.h., sie haben nur 5 wesentliche Koeffizienten. Folglich sind Kegelschnitte durch die
Angabe von 5 verschiedenen Punkten bestimmt.

Durch vier Punkte geht ein Kegelschnittbiischel. Seine Gleichung lafit sich am
einfachsten mit dem Kreuzprodukt konstruieren. Weil das Spatprodukt verschwin-
det, wenn zwei Argumente iibereinstimmen, geht jeder Kegelschnitt

K = Xg12 0934 + 934 0 g12) + 14(913 © 924 + 924 © g13) + (923 © g14 + g14 © g23)(C.19)

mit g = Qi X Q) durch die vier Punkte Q;: (Q;,KQ;) = 0 fiir alle vier ;. Alle
drei Terme sind so konstruiert. Die Matrix I ist eine Linearkombination mit drei
Parametern. Die drei Terme sind nicht unabhéngig: zwei reichen aus, um alle Kegel-
schnitte durch die vier Punkte darzustellen (Gl. C.17). Von den beiden verbleibenden
Parametern kann einer fest normiert werden, weil alle Gleichungen homogen sind.
Das Resultat ist eine einparametrige Schar von Kegelschnitten. Wenn wir verlangen,
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daB der Kegelschnitt (C.19) auch noch durch den Punkt Q5 geht, erhalten wir eine
Gleichung fiir den verbleibenden Parameter. Setzen wir A = 1 und v = 0, so ist
(Q5,KQ5) = 0 eine Gleichung fiir p, das nun der Invariante C.15 entspricht. Wir
finden fiir K die Formel

Q1 X Q2003 X Qs+ Q3 xQyu0Q1 X Q2
[Q1,Q2, Q5][Q3, Qa, Q5]
B QIXQ3OQ2XQ4+Q2XQ4OQ1XQ3‘ (C.20)
[Q1,Q3,Q5][Q2, Q4, Q5]

K

Die quadratische Gleichung (Q,KQ) = 0 mit den Losungen Q;, (i = 1,...,5)
kann in der Form

(Q1 x Q2) x (Q4 x Qs5),(Q2 x Q3) x (@5 X Q), (Q3 x Q4) x (Q x Q1)] =0(C.21)

geschrieben werden. Die Losungseigenschaft der @); findet man durch Einsetzen. Die
Interpretation dieser Gleichung ist der Pascalsche Satz (Abb. C.5): Die gegeniiber-
liegenden Seiten eines in einen Kegelschnitt einbeschriebenen Sechsecks schneiden
sich in Punkten, die auf einer Geraden, der Pascalschen Geraden, liegen. Der Satz
von Pappos ist davon nur der Spezialfall eines in ein Geradenpaar entarteten Ke-
gelschnitts. In Gleichung (C.21) ist (Q1 X Q2) x (Q4 X Q5) der Schnitt der beiden
Seiten (Q1 X Q2) und (Q4 X Q5). Drei solcher Punkte liegen auf einer Geraden, d.h.,
ihr Spatprodukt verschwindet. Die Pascalsche Konfiguration kann zur punktweisen
Konstruktion eines Kegelschnitts durch fiinf Punkte dienen (Abb. C.6). Der Kegel-
schnitt wird dabei als Kurve definiert, fiir die der Pascalsche Satz gilt. Gleichung
(C.21) zeigt dann, daB dies eine Kurve zweiten Grades ist.

Schliefllich kann Abbildung C.6 als Konstruktion zweier projektiver Strahl-
biischel gelesen werden. Deshalb kann man einen Kegelschnitt auch als Erzeugnis
(Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen) zweier projektiver Strahlbiischel
charakterisieren. Wir sehen das wie folgt. Einerseits wird das von A getragene
Biischel perspektiv auf das Biischel @) abgebildet, vermittelt durch die Schnittpunk-
te auf der Geraden a. Das Biischel Q wiederum wird iiber e auf das Biischel F
perspektiv abgebildet. Damit ist die projektive Beziehung zwischen den Biischeln
E und A hergestellt. Die Punkte des Kegelschnitts sind die Schnittpunkte einander
entsprechender Geraden der Biischel A und E. Ebenso sieht man, wie der Pascalsche
Satz eingebettet ist, und man erhilt die Aquivalenz der anderen Definitionen.

Eine Gerade schneidet den Kegelschnitt in 2 Punkten, die aber nicht unbedingt
reell sind. Das ist eine triviale Folge der Tatsache, dafl (@), Q) = 0 eine quadratische
Gleichung ist. Ist etwa die Gerade durch () = P} + AP» gegeben, werden die Werte
von A fiir die Schnittpunkte durch die quadratische Gleichung (Q, Q) = (P1, KPy)+
2AM(P1, KPy) + A\2(Py, KP,) = 0 bestimmt. Wir erhalten zwei reelle Losungen oder
zwei komplexe oder einen reellen Doppelpunkt. Im letzten Fall beriihrt die Gerade
den Kegelschnitt. — Sind beide Schnittpunkte K1, Ko einer Geraden g = Q1 X Q2
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reell und kennen wir den einen, finden wir den zweiten durch eine lineare Gleichung.
Es gilt

Ky =K, — 2MQ1 . (C.22)

(Q1,KQq)
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Anhang D

Der Ubergang von der
projektiven zur metrischen
Ebene

D.1 Die Polaritat

Projektive Abbildungen halten Punkte und Geraden getrennt: Es gibt zunéchst keine
lineare Abbildung von Punkten auf Geraden und umgekehrt (das Kreuzprodukt ist
ja bilinear, es bildet Paare von Punkten auf Geraden und Paare von Geraden auf
Punkte ab). Eine lineare Abbildung der Geraden auf Punkte und umgekehrt macht
aus dem projektiven Raum die metrische Welt der Physik, in der wir Orthogonalit &t
kennen und Lingen und Winkel vergleichen und vervielfachen, also messen kénnen.
Wir benutzen die Summationskonvention.

Zunichst erinnern wir an das Axiom, dafl alle Lote auf einer Geraden in ei-
nem Biischel liegen!. Auf der projektiven Ebene gibt es also zu jeder Geraden einen
besonderen Punkt, der dieses Biischel trigt. Lotrechtstehen ist daher in einem pro-
jektiven Modell durch eine Abbildung der Geraden g auf zugeordnete Punkte P|g]
bestimmt. Ist diese Abbildung projektiv, nennen wir sie Polaritét und schreiben

Plg) € By, P¥lg) = By . (D.1)

Wir wollen nun zeigen, dafl wir eine solche projektive Zuordnung aus drei Paaren
von Geraden und Polen konstruieren kénnen, wenn wir den Hohensatz voraussetzen.
Da die Zuordnung dann auch eindeutig sein mufl (Abb. D.1), legt uns der Hohensatz
also tatsdchlich auf eine projektive Abbildung der Geraden auf ihre Pole fest. Wir
gehen in drei Schritten vor. Zuerst finden wir finden wir eine allgemeine Formel fiir
den Hohensatz, dann zeigen wir, daf eine Matrix B in Gleichung (D.1) symmetrisch
sein muf}, und schliefllich konstruieren wir sie formal.

Man kann schon dies als Spezialfall des Hohensatzes sehen.
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Drei Paare von Geraden und Polen erfiillen den Hohensatz, wenn

[(P1 x (92 % g3)), (P2 % (g3 X g1)), (P5 x (91 X g2))] =0

ist. Entwickeln wir das Spatprodukt entsprechend den bekannten Regeln, finden wir

(91, P2) (g2, P3)(g3, P1) = (g1, P3)(g3, P2) (92, P1) - (D.2)

Drei Paare von Geraden und Polen, die den Hohensatz erfiillen, bestimmen den Pol
jeder weiteren Geraden, wenn die drei Geraden nicht kollinear sind (Abb. D.1). Die
drei Hohen hy,p,, = (D X Po) X (F X P1)) X C, ha,p, = (E X Py) x (F x P3)) x A
und ha,,, = ((E x P1) x (D x P3)) x B schneiden sich in einem Punkt P[gy]
(d.h., [hagpps Pappps hagpp] = 0), wenn die drei Ausgangspaare den Hohensatz (D.2)
erfiillen. Die Abbildung g4 — P[gs4] = haypp X ha,y, ist linear und nicht vierter
Ordnung in g4, wie es zunéchst aussieht. Zerlegt man die Kreuzprodukte wie gehabt
und kiirzt man gemeinsame Faktoren, ergibt sich schliefllich

P[g4] = h4CDF X h4AEF XX B g4
B = M (92xg3)oPi+ X (93%g1)oPa+ A3 (g1 % g2)0Ps (D.3)
Moo= (g1, P)(92,P3) , Xa= (92, P1){(92,P3) , A3 = (g3, P)(g2, 1) -

Diese Matrix ist — wieder wegen des Hohensatzes — symmetrisch. Wir zeigen dies,
indem wir fiir die drei Geraden g; feststellen, dafi (g;, Bgx) = (gx,Bg:) gilt. Das
ist eine einfache Rechnung, bei der wieder Gleichung (D.2) benutzt werden muf.
Der Hohensatz hat also gezeigt, dafl die Polaritét eine projektive Abbildung mit
symmetrischer Matrix ist.

Jede symmetrische Matrix, also jede Polaritdt, definiert einen Kegelschnitt —
und umgekehrt. Hier ist der Kegelschnitt als Gesamtheit der Geraden bestimmt,
die ihren eigenen Pol enthalten, B*¢t; = 0. Diese Geraden sind daher das Tangen-
tenbiindel [t;] des Kegelschnitts. Die zunéchst abstrakte Polaritét ist identisch mit
der gewohnlichen Polaritdt an einem Kegelschnitt. Die Tangenten enthalten ihren
Pol. Es ist der jeweilige Beriihrpunkt mit dem Kegelschnitt P*[t] = B*¢;. Damit
stehen die Tangenten auch senkrecht auf sich selbst: die definierende Gleichung muf3
so gelesen werden. Diese merkwiirdige Eigenschaft kennen wir von den lichtartigen
Geraden der pseudoeuklidischen Geometrie. — Wir kénnen nun wie folgt formulieren:
Die Polaritét ist eine Lagebeziehung zum Kegelschnitt der selbstorthogonalen Gera-
den, den wir absoluten Kegelschnitt nennen wollen. Wenn B umkehrbar ist, AB = &,
finden wir zu jedem Punkt eine Polare, p[Q] = AQ , pi[Q] = AnQ'. Die Pola-
ritét bildet dann Geraden und Punkte der projektiven Ebene eindeutig aufeinander
ab. Sonderfélle entstehen, wenn diese Umkehrbarkeit nicht gegeben ist. Solche Son-
derfille haben wir in den Geometrien ohne Kriimmung (d.h. mit Parallelenaxiom),
wo alle Pole auf einer Geraden (der Ferngeraden) liegen, schon kennengelernt. Dort
wird die 2-parametrige Geradenmenge auf eine einparametrige Punktmenge abge-
bildet. B hat dann einen Rang kleiner als 3. Die Eigenschaften von B bestimmen
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Abbildung D.1: Drei Beispiele bestim-
men die Polaritét

Durch drei polare Paare [g;, P;], i = 1,...,3
ist eine Polaritdt definiert. Schon drei pola-
re Paare [g;, Pi], ¢ = 1,...,3 sind nicht frei
wiéhlbar. Schliellich sollen sich die Hohen des
Dreiseits [g1, g2, 93] in einem Punkte schnei-
den (Abb. A.7). Der Hohenschnittpunkt liegt
aber schon nach der Auswahl der ersten bei-
den Pole fest. Der dritte Pol muf} auf der drit-
ten Hohe liegen. Der Pol einer vierten Gera-
den g4 ergibt sich nun als Schnitt der Hohen
auf g4 in den Dreiseiten [g2, g3, 94], [93, 91, 94]
und [g1, g2, g4). Diese drei Hohen gehen durch
einen Punkt Pj.

Sind die drei gewahlten Pole kollinear, ist
ihre Verbindung die absolute Polare, fallen
sie jedoch zusammen, definieren sie den ab-
soluten Pol.

Abbildung D.2: Die Polaritét ist eine pro-
jektive Abbildung

Wenn eine Polaritdt durch drei Paare von
Gerade und Pol gegeben ist, bestimmt der
Hohensatz, dafl die Pole der zu g1 und g2 kon-
kurrenten Geraden auf der Verbindung von
P; und P, liegen. Die Abbildung ist projek-
tiv (das Biischel C' wird auf die Punktreihe
gs abgebildet, speziell g4 auf D, darauf g3 aus
P, auf hg, speziell D auf Dy, und schliefllich
hs aus A auf die Verbindung P; P, speziell
Dy auf Py). Die Gerade AD; ist die Hohe
auf g4 im Dreiseit [go, g3, 94]. Analog kon-
struiert man BD,, die entsprechende Hohe
im Dreiseit [g1, g3, g4]. Beider Schnitt (Py)
ist kollinear mit P; und P,, weil die drei
Punkte Schnitte der Gegenseiten im Sechs-
eck [A, Dy, D, Dy, B, H] sind (Satz von Pap-
pos, Abb. C.3).

die Geometrie, solange B nicht ausgeartet ist. Im ausgearteten Falle ist die duale
Polaritét A, die jedem Punkt P eine Gerade g[P] = AP zuordnet, nicht vollsténdig
von B bestimmt. Dann muf} sie gesondert definiert werden. Im entarteten Fall ist

AB=BA=0.

Viele Beziehungen der linearen Algebra erhalten nun eine einfache geometri-
sche Bedeutung. Wir erinnern hier speziell an die Gleichung (C.13). Dort steht: Der
Schnittpunkt zweier Geraden (bei nichtentarteter Polaritét) ist der Pol der Verbin-
dungslinie der Pole beider Geraden, und: Die Verbindungslinie zweier Punkte ist die
Polare des Schnittpunkts der Polaren beider Punkte. Im Besonderen ist der Schnitt-
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punkt zweier Tangenten des absoluten Kegelschnitts der Pol der Verbindungslinie
der Beriihrpunkte. Das ist die Konstruktion von Abbildung 8.14.

Das Biischel der Lote auf einer Geraden ist durch die (projektive) Zuordnung B
des Triagerpunktes bestimmt. Wir sprechen genau dann davon, dafl zwei Geraden
g und h aufeinander senkrecht stehen, wenn das Produkt (h,Bg) = hpB*g = 0
verschwindet. Sind zwei Geraden aufeinander senkrecht, dann liegt der Pol der einen
jeweils auf der anderen Geraden. Die Polaritit P* = BFlg, die jeder Geraden g
einen Pol P[g] zuweist, definiert damit eine metrische Geometrie. Der Begriff der
Orthogonalitdt bezieht sich allein auf die Polaritdt. Wenn wir daraufhin Teilung und
Vervielfachung mit dem harmonischen Wurf definieren, kénnen wir daran gehen, die
Giiltigkeit der Axiome zu iiberpriifen.

Zu einer Polaritdt mit vollem Rang gibt es Polardreiecke, in denen jede Ecke Pol
ihrer gegeniiberliegenden Seite ist. Beginnen wir mit einer Geraden g, bestimmen
ihren Pol P[g] und zichen durch diesen Pol eine Gerade h. Der Pol P[h] liegt dann
wieder auf g, und der Fuipunkt Fy[h] = g x h von h auf g ist Pol der Verbindungs-
geraden P[g] x P[h]. Laut Voraussetzung gilt hjgB* = 0: so wie P[g] die Gerade h
trigt, liegt P[h] auf g. Der Pol von P[g] x P[h] aber bestimmt sich wegen der Regel
(C.13) zu B[Blg] x B[h]] = det[B] g x h, d.h. als Schnittpunkt der Geraden g und h. In
unserem Dreieck ist also jeder Punkt Pol der gegeniiberliegenden Seite (Abb. D.3).
— Mit unserer Definition des Senkrechtstehens haben wir nun ein Dreieck mit drei
rechten Winkeln vor uns, wie wir es von der Kugel kennen. Abbildung 7.1 zeigt gera-
de ein solches Dreieck. Tatséchlich kann auf der Kugel jede Gerade durch das Paar
ihrer Pole vertreten werden, die in der ebenen Projektion ja zusammenfallen. Im
Falle eines reellen absoluten Kegelschnitts zerfillt die Menge der Punkte und Gera-
den in verschiedene einzeln invariante Teilmengen. Dann liegt das Polardreieck i.a.
nicht mehr vollsténdig in einem Transitivitdtsgebiet von Punkten und Geraden. Die
projektive Ebene gestattet uns zwar noch, ein Polardreieck zu zeichnen (Abb. D.3),
aber nicht alle Punkte dieses Dreiecks sind jetzt Elemente der Bewegungsgruppe der
betrachteten induzierten Geometrie.

Bei vollen Rang von B ist der Kegelschnitt A;,;Q*Q' = 0 mit der Einhiillenden
des Tangentenbiindels B*t;t; = 0 identisch. Jede Gerade g schneidet diesen Kegel-
schnitt in zwei u.U. imagindren Punkten K;[g] und Ks[g]. Die Tangenten an diese
Punkte schneiden sich aber immer im reellen Pol Plg] der Geraden. Die Pole eines
Strahlbiischels durch @ liegen auf der der Polaren p[Q] = AQ des Biischeltrigers:

(@Q,9) = (AQ, By) .

Ist (Q,g) =0, so ist eben auch (AQ, Bg) = 0. Das Bild AQ des Punktes liegt dann
auf dem Bild Bg der Geraden.

Hat B den Rang 3, ist A als Inverses bestimmt. — Hat B den Rang 2, ist fiir
A die Subdeterminantenmatrix A,,, = eijmeklnBikle zu nehmen. Diese erfiillt als
einzige nichttrivial die Gleichung A;; B* = 0 und hat selbst den Rang 1. Da B iiber
die Gleichung Bp = 0 eine absolute Polare p (das projektive Bild der Ferngeraden)



D.2. DIE SPIEGELUNG

Abbildung D.3: Polardreiecke

In die projektiven Ebene legen wir eine Ge-
rade g und auf diese einen Punkt @. Die Po-
lare p[Q] schneide g in R. Dessen Polare p[R)
schneidet g wieder in @ und p[@] in einem
dritten Punkt S. Dieser ist der Pol P[g] von
g. Auf diese Weise haben wir ein Dreieck ge-
funden, dessen Seiten die Polaren der Ecken
sind. In der Zeichnung ist der reelle Fall des
absoluten Kegelschnitts gezeichnet.

201

Abbildung D.4: Die Mittelsenkrechte

Zur Suche der Mittelsenkrechten zwischen
zwei Punkten 7 und Q2 konstruieren wir
zuerst die Verbindungsgerade g und ihren
Pol. Die Mittelsenkrechte m mufl von diesem
Pol getragen werden und g in einem Punkt F
schneiden. Der Pol von m teilt mit F' sowohl
[Q1, Q2] als auch den absoluten Kegelschnitt
harmonisch. P[m] und F sind gleichwertige
Mittelpunkte von Q1Q)s.

bestimmt, kann man A in der Form A = p o p schreiben. Schneidet g diese Polare in
F[g] = g X p, dann liegen die Paare [F[g], Bg| in einer Involution auf der absoluten
Polaren. Deren Fixpunkte sind reell, wenn B indefinit ist (Minkowski-Geometrie).
— Ist B vom Rang 1, dann kann A vom Rang 2 sein. In diesem Falle kehren sich
die Verhiltnisse um. Die Gleichung AP = 0 definiert den absoluten Pol P, und B
kann in der Form B = P o P geschrieben werden. Die Punkte @) definieren Strahlen
flQ] = Q@ x P durch P, die mit den Polaren .A(Q in einer Involution im Polarenbiischel
liegen. Deren Fixstrahlen sind dann reell, wenn A indefinit ist (Anti-Minkowski-
Geometrie). — A kann aber ebenfalls vom Rang 1 sein (Galilei-Geometrie). Dann
definiert AP = 0 eine lineare Punktreihe, d.h. die absolute Polare, und Bp = 0 ein
Strahlbiischel, dessen Tréger der absolute Pol ist.

D.2 Die Spiegelung

Wir konstruieren nun die Formeln fiir die Spiegelungen. Wir gehen von einer Ge-
raden g aus, an der die Spiegelung bewerkstelligt werden soll. Zunéchst geht die
Gerade und jeder einzelne Punkt auf ihr in sich selbst iiber. Verbinden wir einen
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allgemeinen Punkt @) mit seinem Spiegelbild S[Q], soll die Verbindungsgerade auf g
senkrecht stehen. Sie mufl also durch den Pol P[g] der Geraden gehen, der auch in
sich selbst iibergeht. Der Fufipunkt F', in dem sich beide Geraden schneiden, bleibt
auch unverdndert. Also ist das Doppelverhéltnis von P[g] und F' mit @ und S|[Q)]
gleich dem von P[g] und F' mit S[Q] und @, d.h. minus Eins. Wir finden S[Q] durch
eine harmonische Teilung auf dem Lot, das aus ) auf den Spiegel g geféllt werden
kann. Der Ausdruck

SylQ = SQ = (£{9. Bg) —2Bgo 9)Q , S =0}9:B"gs —2B" g9, (D.4)

ist eine Losung dieser Bedingung. Dual dazu kénnen wir auch nach einer Spiegelung
an einem Punkt ) suchen. Die Objekte dieser Spiegelung sind dann Geraden. — Mit
einem Punkt bleibt nun auch seine Polare bei der Spiegelung unverédndert und gibt
das feste Paar fiir den harmonischen Wurf mit einer Geraden h und ihrem Spiegelbild
Salh]. Man erhélt die duale Formel

Sqlh] = hS = h(€(Q, AQ) =2Q 0 Q A) , ' = 07Q"AsQ° = 2Q°Q" Ay . (D.5)

Man sieht unmittelbar, da8 S? = 1 in beiden Fillen ist. Wenn dariiber hinaus die
Polaritit nicht entartet ist, also AB = £ ist, stimmen beide Spiegelungen iiberein,
Spg = Sy. Spiegelung an einer Geraden und Spiegelung an ihrem Pol sind dann iden-
tische Operationen?. Ist aber B nicht von vollem Rang, dann kann es Entartungsfille
geben. Generell ist eine Involution durch ein Paar aus Punkt @) und Gerade g be-
stimmt:

S=¢8(Q,9)—2Qoyg, (D.6)

aber nur, wenn g und () ein polares Paar sind, bleibt die Polaritéit erhalten, und die
Abbildung gehort zu unserer Bewegungsgruppe. Andernfalls beschreibt Gleichung
(D.6) nur irgendeine projektive Involution. — Bei den Spiegelungen bleiben sowohl
A als auch B erhalten. Liegt ein Punkt @ auf dem absoluten Kegelschnitt A, d.h.,
(@, AQ) = 0, dann liegt auch sein Spiegelbild auf diesem Kegelschnitt. Tangiert eine
Gerade den Kegelschnitt B, d.h., (g,Bg) = 0, dann tangiert auch ihr Spiegelbild
diesen Kegelschnitt:

SﬁmAk‘lSL = Amn(grBTSQS)Q ) SﬁlenSé = an(grBTSQS)Q .

Punkte und Tangenten des Kegelschnitts gehen wieder in (i.a. andere) Punkte und
Tangenten des Kegelschnitts iiber (Abb. 8.16).

Will man zwei Punkte Q1 und Q2 ineinander spiegeln, mufi man die Mittel-
senkrechte finden (Abb. D.4). Also bestimmen wir zunéchst den Pol P[Q; X Q2]

*Wir sprechen hier von den Spiegelungen in der projektiven Ebene. Die Spiegelung am Pol ist
im allgemeinen keine Punktspiegelung im Sinne von Anhang A, wenn der Pol nicht zur Bewegungs-
gruppe gehort. In der projektiven Ebene wird mehr dargestellt, als die vom Erzeugendensystem
aufgebaute Bewegungsgruppe.
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der Verbindungsgeraden. Der Pol P[m] der gesuchten Mittelsenkrechten mufl nun
mit deren FuBipunkt F' = m x (Q1 x Q2) die beiden Aufpunkte 1 und Q2 harmo-
nisch teilen. Fuipunkt F' und Pol P[m] geniigen also der Gleichung F' = Q1 + AQ2,
P =Q1 + pQ2 mit

b A—00

e AP =F x B(Q1 x Q1) .

Einerseits ist also u = —A\, andererseits ist

A@Q1+pQ2) = (@1~ pQ2) x (B(Q1 % Q2))
— ((Q1 — pQ2), A(Q1 + 1Q2)) =0 .

Wir finden also p?(Q2, AQ2) = (Q1,.AQ1) und als Mittelsenkrechte

mlQ1, Qs] = BIQ1 x Q] x (Q1 £ Qs %) | (D.7)

Naturgeméf finden wir als Losung zwei Punkte zu Q1 und @2, weil das Doppel-
verhéltnis eine Relation zwischen vier Punkten ist. Einen wéhlen wir als Mittel- und
FuBpunkt F', der andere ist dann der Pol P[m] der Mittelsenkrechten. Die Spiegelung
ist nun

S =E&(P[m],m) —2P[m]om .

Wollen wir zwei Geraden ineinander spiegeln, heifit es, die Winkelhalbierende zu
finden. Die Konstruktion ist dual zu der eben durchgefiihrten. Die Winkelhalbieren-
den sind

(h1,Bhy)

— hy £ hyy 22N
W g Bhy)

Die beiden Spiegelungen sind
Si = 5<B’u}:|:,w:|:> — 2Bwi o w4 .

Im nichtentarteten Fall ist A[M4] oc M+ x B[Q1 x Q2] und Blw4] o< we x A[hy X ha).
Das Produkt dreier Spiegelungen h = agb durch einen Punkt findet man in der
Form

1 {(a,Ba)
X (b, Bb)

Das Produkt QgR = h findet man analog. Weil g auf der Verbindung QR lotrecht
ist, liegt der Pol von g auf dieser Verbindungslinie.

Bg=Q+AR — QgR=h, th(Q—I—%%R). (D.9)

g=a+Ab — agb=h, h=a+

b (D.8)
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Das Produkt a@b = R ist ein Punkt, wenn @) auf einem gemeinsamen Lot von a
und b liegt, die Polare von () also mit a und b durch einen Punkt geht:

1 (a,Ba)
= Ab — = — b) . D.1
AQ =a+ R = B(a+ X (b, B) ) (D.10)
Das Produkt QER = F ist ein Punkt, wenn die Polaren durch einen Punkt gehen:
1(Q,AQ)
F= F= ——— R. D.11
A AQ + AR — Q+)\(R,AR>R ( )

Wir fiigen noch zwei niitzliche Formeln hinzu. Entsprechend (C.11) gilt fiir den Fall,
daB [g,a,b] = 0, auch

g x a{bx g, Ala x b)) +blg x a, A(a x b)) ,
und fiir die Spiegelung h = agb erhalten wir
h = bla,Ba){bx g, A(a x b)) + a(b, Bb){(g x a, A(a x b)) .

Alles gilt fiir die nichtentartete Polaritét.

Wir erhalten auch Formeln fiir die Drehung, die aus zwei Spiegelungen um Ge-
raden g; und go durch das Drehzentrum zusammengesetzt wird. Solch ein Produkt
hat die Form

S¢.Sq. = 4(91,B92)Bg2 o g1 — 2(g1,Bg1)Bg2 0 g2
—  2(g2,B92)Bg1 o g1 + (91Bg1) (92, Bg2)E .

Wollen wir eine Drehung konstruieren, die eine Gerade g1 in g3 iiberfiihrt, spiegeln
wir erst an g; und dann an der Winkelhalbierenden

92 = g1+ \/(91591>/<93,593>93 :

D.3 Der Geschwindigkeitsraum

Der Raum der Relativgeschwindigkeiten ist das physikalisch einfachste und wich-
tigste Beispiel fiir die Lobachevski-Geometrie. Die Figuren im Geschwindigkeits-
raum sind Hodogramme, jeder Punkt charakterisiert ein bestimmte Geschwindig-
keit, die das préiparierten Objekt annehmen kann. Der Betrag der Geschwindigkeiten
ist durch die Lichtgeschwindigkeit begrenzt, alle Hodogramme sind also in Grenz-
kreise (bzw.Kugeln) eingeschlossen. Translationen in einem Hodogramm entstehen
durch Zusammensetzung mit globalen Geschwindigkeiten. Dabei bleibt der Grenz-
kreis erhalten, d.h., Bewegungen mit Lichtgeschwindigkeit bleiben Bewegungen mit
Lichtgeschwindigkeit. Die Translationen sind projektive Transformationen. Der re-
elle Grenzkreis ist der absolute Kegelschnitt. Damit hat der Geschwindigkeitsraum
eine Lobachevski-Geometrie.
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Unser Beispiel ist der Billardsto. Die Figur der beim Billardsto8 (Abb. 5.6) nach
einer bestimmten Zeit erreichten Orte mufl aus der symmetrischen Form (Abb. 2.8)
durch einen auf der Relativitidt gegriindeten Schlufl hervorgehen. Wir gewinnen sie,
wenn wir — entsprechend der Einsteinschen Zusammensetzung der Geschwindigkei-
ten — die Relativgeschwindigkeit zwischen dem symmetrischen Stoff und dem Bil-
lardstofl in die Figur des symmetrischen Stofles einfiigen. Aus dem Kreis der nach
einer bestimmten Zeit erreichten Punkte wird eine Figur, die (nach euklidischer Be-
urteilung) eine Ellipse ist. Die Projektion des Mittelpunktes dieses Kreises finden wir
experimentell durch den Schnitt der Verbindung der Endpunktpaare bei verschiede-
nen StoBen. Wir bestimmen zunéchst die projektive Abbildung, die diese Translation
bewirkt. Wir berechnen alles im Kleinschen Modell mit dem Rand

z? + y2 —-22=0.
Die Matrix der Translation in z-Richtung ist etwa

0
VvV1—1r2
0

T:

S o
—_— O 3

Diese Abbildung fiihrt den Randkreis in sich selbst iiber. Der Kreis 222 — 22—y = 0
wird in die gezeigte Ellipse verschoben: Aus @ = [r cos ¢, 7 sin ¢, 1] wird

1
AQ = [1+cosp, V1 —1r2singp, — +rcosy] .
r

Wie es sein soll, wird der Punkt [—7, 0, 1] in [0, 0, 1] verschoben. Nun soll der Durch-
messer = 2/(r + 1/r) gleich der Geschwindigkeit des stofilenden Teilchen sein, die
hier auf die Lichtgeschwindigkeit bezogen ist. dann finden wir das zu verwendende
r durch die Formel

r:%(1—,/1—52).

Die Projektion [r, 0, 1] des Mittelpunktes [0, 0, 1] teilt den Durchmesser im Verhéltnis
T 1

’y: = .
=l

Dies ist das bereits bekannte Verhéltnis der trigen Masse eines Korpers in Bewegung

zu seiner Ruhmasse.

Eine Translation im Geschwindigkeitsraum ist eine Zusammensetzung aller Ge-
schwindigkeiten mit einer festen Geschwindigkeit. Die Punkte auf dem Rand bleiben
dort (der Betrag der Lichtgeschwindigkeit &ndert sich nicht), bewegen sich aber auf
dem Rand (Abb. D.5). Diese Bewegung ist die Aberration (Abb. 4.3). Ergénzt auf die
Kugel, ergibt sich eine konforme Abbildung (Abb. 4.10). Die Gruppe der konformen
Abbildungen der Kugel auf sich ist der (homogenen) Lorentz-Gruppe isomorph.
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Abbildung D.5: Geschwindigkeitstransla-
tion und Aberration

Abbildung D.6: Geschwindigkeitstransla-
tionen bilden keine Gruppe

Der Kreis stellt den Geschwindigkeitsraum in
der Form des Kleinschen Modells der nicht-
euklidischen Geometrie dar. Der Vektor v
zeigt die Translation an. Die Translation ver-

Die Zusammensetzung zweier Geschwindig-
keitstranslationen ist nicht wieder eine Ge-
schwindigkeitstranslation. An Hand der in
Abb. D.5 gezeigten Bahnkurven der Transla-

schiebt die Familie der gezeigten Geraden in
sich, wobei A in A* und B in B* {ibergeht.
Die gepunkteten Kurven sind die Bahnkur-
ven der Translation (siehe auch Abb. 9.16).

tion sehen wir unmittelbar, dafl die Zusam-
mensetzung der zwei Translationen v; und
vo eine Rotation relativ zur Translation mit
der zusammengesetzten Geschwindigkeit v

enthélt. Diese Rotation ergibt die Thomas-
Prézession.

Abbildung D.5 ist Anlafl; uns daran zu erinnern, dafl zwei spezielle Lorentz-
Transformationen mit Geschwindigkeiten in verschiedenen Richtungen nicht wie-
der eine spezielle Lorentz-Transformation ergeben. (Abb. D.6). Das liegt an der
Kriimmung des Geschwindigkeitsraums (Abb. 7.10, 7.11). Formal sehen wir das wie
folgt. Die allgemeine Translation im Geschwindigkeitsraum mit der Geschwindigkeit
[u,v] hat die Transformationsmatrix

Y+ e —wars  u
T [u,v] = —uvué—:g—g v+ uzué—:v% YU (D.12)
yu v v

Die (auf die Lichtgeschwindigkeit normierten Komponenten der Translation sind
u und v, der Koeffizient v ist wie immer v = 1/v1—wu?—0v2. Wir priifen
7 [u,v]T [—u, —v] = £ ohne Miihe. Ebenso sehen wir, dafl 70, v]|7 [u, 0] eine Trans-
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Links sehen wir zwei Ortsdiagramme ei-
nes Stofles, bei dem ein von links kommen-
des Teilchen mit einem von rechts kom-
menden zusammenstoft. Die Bezugssyste-
me sind so gewéhlt, dafl die Geschwindig-
keit jeweils eins der beiden beim Stoff nur
das Vorzeichen wechselt und dann nur ei-
ne v,-Komponente hat. Die Relativgeschwin-
digkeit der beiden Bezugssysteme hat dann
nur eine vy,-Komponente. Wird sie dem einen
Diagramm mit dem richtigen Vorzeichen
iiberlagert, ergibt sich das andere.

Rechts sehen wir das Geschwindigkeits-
diagramm, in dem diese Uberlagerung eine
Lobachevski-Translation in v,-Richtung ist,
die uns in bekannter Weise die Geschwindig-
keiten v[A] und v[C] sowie v[B] und v[D] zu-
einander bestimmt. Die Punkte A und B zei-
gen die Geschwindigkeiten vor dem Stofl im
unteren Bezugssystem. Sie werden durch die
Geschwindigkeitstranslation in die Punkte C'
und D verschoben.

Abbildung D.7: Zur Geschwindigkeitsabhéngigkeit der Masse. II.

formation ist, die das Zentrum O = [0,0, 1] in den Punkt P = [uv/1 — v2, v, 1] ver-
schiebt. Die Kombination 7 [—uv/1 — v2, —v]7 [0, v]7 [u, 0] hat dann den Fixpunkt O

und ist eine Rotation um den Winkel ¢ mit

uv V1I—u2 + V1 -2
, COSQ = )
14+ V1 —u2vV1 — 0?2 7 14+ V1 —u2v1—02

Die mit Gleichung (D.12) beschriebenen reinen Geschwindigkeitstranslationen bil-
den keine Gruppe: In einem mehrfachen Produkt kénnen die Faktoren nicht ohne
weiteres zusammengefaf3t werden. Das ist ein Korollar zu der Tatsache, dafl die spe-
ziellen Lorentz-Transformationen (Gl. (B.3)) in einer vierdimensionalen Welt keine
Untergruppe der Lorentz-Gruppe bilden.

sin p =

Wir benutzen die Translationen im Lobachevski-Raum der Geschwindigkeiten,
um zu zeigen, wie sie mit der Geschwindigkeitsabhéingigkeit der Masse zusam-
menhéngen [134]. Abbildung D.7 skizziert Orts- und Geschwindigkeitsdiagramm ei-
nes speziellen ebenen Stofles in zwei speziellen Bezugssystemen. Die Geschwindigkeit
jeweils eines Teilchens wechselt nur das Vorzeichen und liegt dann in v,-Richtung.
Wir vergleichen nun die beiden so bezeichneten Bezugssysteme. Im rechten Teil sind
die jeweiligen Geschwindigkeiten vor dem Stofl angegeben. In dem Bezugssystem
der Skizze links unten sind das FA und EB, in dem oberen FC und ED. In beiden
Féllen mufl der Impulserhaltungssatz gelten. Wir setzen nun voraus, dafl die Massen
nur iiber einen Faktor y[v] von der Geschwindigkeit v abh#éngen und dafl dieser nicht
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von der Richtung abhéngt, also m[v] = m - vy[v] gilt. Wir kénnen [0] = 1 wihlen.
Der Erhaltungssatz fiir die wesentliche Komponente lautet nun in den beiden Be-
zugssystemen

my Y[A] vy[A] + ma y[B] v,[B] = 0,
m1 [C] v [C] +ma 4[D] v,[D] =

Nun benutzen wir die Gleichung der Ellipse, also

2 2

0], i), B Bl

g e T e
Der Impulserhaltungssatz lautet damit

vy [B]
my Y[A] vg[A] + ma y[B] vy[D] (/1 — 2 = 0,
vy [C]

my Y[C] vg[A] /1 — yc2 +mg y[D] vz[D] = 0.

Wir erinnern nun daran, da88 v,[B] = —v,[C] ist und schreiben dafiir kurz v,[B] = u.

Der Impulserhaltungssatz stellt nun eine homogenes Gleichungssystem fiir mv,[A]
und mov, [D] dar. Es ist nur dann lgsbar, wenn die Bedingung

u2

YNAWID] =~ [BWIC] (1~ =) =0.

erfiillt ist. In der Grenze sehr kleiner v,-Komponenten finden wir v[A] = v[D] = 1,

v[B] = v[C] = 7[u] und schlieBlich vy[u] = 1/4/1 — Z—; Das ist der bekannte Lorentz-
Faktor. Wir priifen durch Einsetzen, daf§ diese Funktion ~[u] auch im Falle nichtver-
schwindender v,-Komponenten die Losung ist. Im Ergebnis finden wir, daf die Ein-
steinsche Zusammensetzung der Geschwindigkeiten die Geschwindigkeitsabhéngig-
keit der Masse erfordert (Tabelle 5.1).

D.4 Kreise und Peripherien

Wie schon oft bemerkt, ist es hilfreich, sich an der Kugel zu orientieren, um Formeln
zu finden, deren Giiltigkeit man danach priifen kann. Wir bestimmen die Formel
fiir einen Kreis auf der Kugel. Dort nehmen wir die dreidimensionale Einbettung
zu Hilfe und bestimmen den Kreis auf der Oberfliche dadurch, dafl die Vektoren
vom Kugelmittelpunkt Z zum Kreismittelpunkt M und zu den Peripheriepunkten
@ immer den gleichen Winkel einschlieflen:

(ZM, A ZQ)
JZin, A Z0)\/(Zi1, A Z0)

= const

cos(/MZP) =
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mit

1
A= 0
0

o = O

0
0
1

Wir haben dabei beriicksichtigt, daf3 die Vektorkoordinaten bereits die projektiven
Punktkoordinaten sind (die Kugel wird ja aus dem Mittelpunkt projiziert) und daf es
ein Skalarprodukt zwischen zwei Punkten nicht gibt, sondern eine Abbildung A auf
die Geraden dazwischengeschrieben werden muf}, deren Matrix im Falle der Kugel
aber gerade gleich der Einheitsmatrix ist und deshalb nicht explizit geschrieben
werden miisste. Wir wollen aber eine allgemeine Formel, die nicht nur fiir die Kugel
gilt, sondern fiir alle anderen Polaritdten auch. Fiir die Punkte @ eines Kreises um
M ist also

(@, AM)?
(Q, AQ)(M, AM)

= const .

Die Konstante wird etwa durch einen Punkt () bestimmt, von dem wir wissen, dafl
er auf der Peripherie liegt. Also ist

(Q, AM)*(Q1, AQ1) = (Q1, AM)*(Q, AQ) .

In anderen Worten, durch @7 ist der Radius und damit der Kreis bestimmt. Wir
haben also schliefflich die quadratische Form

(Q,KQ) =0, K=AQ1,AM)* —(Q1,AQ1) AM o AM (D.13)

erreicht. Ist A und M gegeben, bleibt ein essentieller Parameter fiir die Definition
der Kreise frei. Er entspricht dem Radius. Die Abbildungen 9.16 — 9.19 zeigen solche
einparametrigen Scharen von Kreisen.

In der euklidischen Geometrie ist ein Kreis durch drei Punkte @1, Q2,3 be-
stimmt. Nun haben wir den Kreis als speziellen Kegelschnitt zu finden. Die bei-
den fehlenden Bestimmungsstiicke fiir den Kegelschnitt werden durch die Beziehung
zum absoluten Kegelschnitt ersetzt. Sind uns drei Punkte gegeben, konstruieren
wir zunichst den Umkreismittelpunkt des Dreiecks als Schnittpunkt zweier Mittel-
senkrechten und benutzen dann Formel (D.13). Wir kénnen auch durch Spiegelung
an Mittelsenkrechten erst weitere Punkte konstruieren und dann die Formel (C.20)
benutzen.

Wann bestimmt eine quadratische Form K einen Kreis? Das ist der Fall, wenn
es einen Mittelpunkt M gibt. Die von ihm getragenen Strahlen schneiden K in
zwei Punkten, deren Mitte immer durch M gegeben wird. Erinnern wir uns an
Abbildung D.4, dann definieren die Strahlen g durch den Mittelpunkt Pole P[g]
beziiglich des absoluten Kegelschnitts, die auf der Polaren p[M] von M liegen. Wegen
der Teilung des Kreises K ist die Polare am absoluten Kegelschnitt auch die Polare
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Die metrischen Beziehungen seien durch
einen absoluten Kegelschnitt bestimmt. Wir
wahlen den Mittelpunkt M des Kreises und
bestimmen seine Polare p[M]. Nun betrach-
ten wir einen Durchmesser g. Sein Pol P[g]
liegt auf der Polaren von M. Die (gestri-
chelten) Tangenten an den absoluten Kegel-
schnitt stehen auf g senkrecht. Die (strich-
punktierten) Tangenten, die den Kreis in sei-
nen Schnittpunkten mit dem Durchmesser
g beriithren, miissen ebenfalls auf g senk-
recht stehen. Deshalb gehen sie auch durch
Plg]. Das heifit, der Pol eines Durchmes-
sers beziiglich des absoluten Kegelschnitts
Bg fillt mit dem Pol K~!g beziiglich des
Kreises selbst zusammen.

Kreise dieser allgemeinen Form sind die
Rotationsbahnen von Kapitel 9.

Abbildung D.8: Der Kreis

am Kreis. Fiir das Strahlbiischel M gilt daher, da KX~'g o By fiir alle m durch M
gilt (Abb. D.8). Die Gleichung (Q, Q) = 0 definiert also einen Kreis, wenn es ein
Strahlbiischel M gibt, dessen Strahlen g Fixstrahlen von KB sind:

KBg = Ag , bei festem A fiir alle g mit (g, M) =0 .

Dual dazu mu8 es eine Punktreihe ¢ (die dann gleich p[M] ist) geben, deren Punkte
Q@ die Bedingung

KQ = MAQ , bei festem A fiir alle @ mit (¢,Q) =0

erfiillen. Kreise sind die Kegelschnitte, die den absoluten Kegelschnitt zweimal
beriihren. Die Beriihrpunkte liegen auf der Polaren p[M] des Mittelpunkts M. In
Abbildung D.8 sind sie aber nicht reell. Der Mittelpunkt M und seine Polare p[M]
sind nicht nur in Bezug auf den absoluten Kegelschnitt, sondern auch in Bezug auf
den Kreis selbst polar.

Wir bestimmen nun eine Peripherie, d.h. die Kurve, fiir die der Peripheriewinkel-
satz gilt, den geometrischen Ort aller Punkte, die mit einer feste Sehne ein Dreieck
festen Scheitelwinkels bilden. In der euklidischen wie in der pseudoeuklidischen Ebe-
ne ist das ein Kreis. Wir werden zeigen, warum im allgemeinen eine Kurve vierter
Ordnung entsteht. — Wir leiten die Formel an der Kugel ab. Gegeben ist eine Sehne
(zwei Punkte) auf der Kugel. Ein Punkt @ definiert zwei Ebenen mit den Nor-
malformkoeffizienten g1 = @ x Q1 und g2 = @ X Q2. Der Winkel zwischen diesen
beiden Ebenen ist der Winkel, unter dem @1Q2 von ) aus gesehen wird. Dieser
Winkel mufl durch einen dritten Punkt (3 gegeben sein. Denken wir nun an den
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Peripheriewinkelsatz, dann ist die Gleichung einer Peripherie also

(91, Bga) _ (931, Bgs2)
V{91, Bg1)(g2,Bg2) /{931, Bgs1) (932, Bys2)

Das ist eine Gleichung vierter Ordnung, die Peripherie ist kein Kegelschnitt
(Abb. 9.13), im Gegensatz zu dem entarteten Fall der euklidischen kriimmungs-
freien Geometrie. Gleichung (D.14) kann auch mit A geschrieben werden. Bei der
Ersetzung B = 'kl Ay, /™" A}, ergibt sich die schéne Formel

= cos y(konstant) . (D.14)

AQ1 0 QA AQi10 QA
_ _ AQ1o 1A _AQr 0@y A
= M. Q1 AQ: Q)@ (A Q2AQ- )@

Dabei mufl der Wert von A dadurch bestimmt werden, daf3 die Kurve durch den
dritten Punkt Q3 gehen soll. Zerlegt man in der Formel () als Linearkombination Q@ =
w1@Q1 + p2Q2 + psQs, dann ergibt sich fiir jeden Wert von 7 /13 eine quadratische
Gleichung fiir po/ps. Auf jedem Strahl durch @i liegen zwei Punkte der Kurve
(Abb. 9.13).

D.5 Zwei Beispiele

Die Verwandtschaft der Geometrien der Ebene soll an zwei Beispielen erléutert wer-
den, die beide einen besonderen geometrischen Reiz haben. Wir verzichten auf die
Beweise, die wirkliches Kopfzerbrechen erfordern, und demonstrieren nur die For-
mulierung mit projektiven Mitteln.

Unser erstes Beispiel ist ein verbliiffender Schnittpunkt. Die Verbindungsli-
nien der Schnittpunkte von drei Kegelschnitten schneiden sich in einem
Punkt, wenn zwei dieser Kegelschnitte jeweils einen Brennpunkt gemeinsam haben
(Abb. D.9).

Zunéchst miissen wir wissen, was ein Brennpunkt ist. Wie wir im vorigen Ab-
schnitt geschrieben haben, ist der Kreis ein Kegelschnitt C mit einem Mittelpunkt
M. Jede Sehne g durch diesen Mittelpunkt (d.h., (g, M) = 0) hat einen Pol Px[g]
beziiglich IC und einen Pol Pg|g] beziiglich B. Beide Pole fallen fiir einen Kreis zu-
sammen. Wir miissen nun mit solchen projektiven Begriffen auch die Brennpunkte
Fy, F5 von Ellipsen und Hyperbeln H definieren. In der euklidischen Geometrie ler-
nen wir, daf die Sehnen g durch einen Brennpunkt F' (d.h., (g, F) = 0) senkrecht
auf der Verbindungslinie des Pols Py [g] mit dem Brennpunkt F' stehen. Senkrecht-
stehen ist nun in der allgemeinen metrisch-projektiven Geometrie aber das Passieren
des Pols Pg[g]. Die Brennpunkte F' eines Kegelschnitts (@, HQ) = 0 miissen also
dadurch definiert werden, dafl die beiden Pole Pg[g] und Py[g| jeder Sehne durch
einen Brennpunkt mit diesem selbst kollinear sind. Da das fiir beide Brennpunkte
gelten soll, muf} also

Hisg = Bg+ak
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fiir (g, F1) = 0 und
Hiyg = By + BF,

fiir (g, F5) = 0 gelten. Daraus folgt

H [k, Fy, By :B+<F1T“_1FQ>(F1 o Fy+ Fyo Fy) (D.15)
beziehungsweise
AFy 0 AFy + AF 0 AFy
PR = - A
H[H7 1, 2] A 1% <F1,AF2>
.AFloAFl AFQOAFQ
+A? +
Y AR T (B AR
mit
i (F1, AFy)?

(Fi, AF»)? — N2(Fy, AFy)(Fy, AF)
(F1, AR ) (Fy, AFY)
(F1, AF2)? — N2(Fy, AFy)(Fy, AFy)

und A = k/(1+k). Fallen F; und F5 zusammen, ergibt sich die Gleichung des Kreises.
k < 1 entspricht der Ellipse der euklidischen Geometrie, x > 1 der Hyperbel.

Nun seien Fy, Fy, F3 drei Brennpunkte und Hi = H[ky, Fo, F3], Ho =
Hlra, F3, F1], H3 = H|ks, F1, F»] drei Kegelschnitte, die jeden Brennpunkt gemein-
sam mit einem anderen der drei haben. Diese Kegelschnitte haben je zwei Direc-
tricen, die Polaren der Brennpunkte (d12 = H1F», und so fort). Zwei Kegelschnitte
haben jeweils zwei reelle Schnittpunkte (H; und Hg schneiden sich in @31 und @32,
Hz und H3 in Q11 und Qq2, schlieBlich Hs und H; in Q21 und Q92), durch die eine
Sehne gelegt werden kann (g1 = Q11 X Q12, g2 = Q21 X Q22, g3 = Q31 X Q32). Die
drei Sehnen schneiden sich in einem Punkt, d.h., [g1, g2, 93] = 0.

In der euklidischen (wie auch in der Minkowski-Geometrie) kann man zeigen,
daf} jede Sehne durch zwei Schnittpunkte von Directricen geht, also etwa g; durch
Q1 = do1 X d31 und Ry = da3g X d3o. Mit der Darstellung g1 = @1 X R; kann man
dann mit einfacher Algebra zeigen, dafl die drei Sehnen durch einen Punkt gehen.
Im nichteuklidischen Fall geht die Sehnen g noch durch @y, aber nicht mehr durch
Ry.

Das zweite Beispiel ist ein berithmtes Problem der antiken griechischen Mathe-
matik. Es ist die Dreiteilung des Winkels, eins der klassischen Probleme, das
keine allgemeine Losung auf der Basis einer Konstruktion mit Zirkel und Lineal be-
sitzt. Man findet die Dreiteilung mit Konstruktionen, die Schnitte aus Kreis und
Hyperbel suchen. Wir zeigen hier eine Konstruktion im Minkowski-Raum, die dual
zu einer bekannten Konstruktion der euklidischen Ebene ist, und teilen den pseu-
doeuklidischen Winkel in drei Teile (Abb. D.10). Die Dualitdt veranlafit uns, das
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Abbildung D.9: Der Sehnenschnittpunkt
dreier Kegelschnitte

Die Abbildung zeigt drei Punkte Fy, Fy, Fj.
Je zwei dieser Punkte seien Brennpunkte ei-
nes Kegelschnitts. Zu diesen sind in gleichem
Stil die Directricen und deren Schnittpunk-
te gezeichnet. Die Sehnen g1, g2, g3 durch die
Schnittpunkte der Kegelschnitte schneiden
sich in §.

Abbildung D.10: Die Dreiteilung des
Winkels

Wir zeigen die Dreiteilung des Winkels in der
Minkowski-Geometrie.

Die invarianten Richtungen sind wie {iblich
gewihlt. Der Winkel wird so gelegt, daf8 die
Gerade gg die Horizontale ist. Genau dann
wird der im Text definierte Kegelschnitt H
nach euklidischem Maf} ein Kreis.

Ergebnis in projektiver Form zu fassen. — Aus unserer Sicht ist der Kreis IC die ele-
mentare Figur, fiir die es eine ziemlich einfach strukturierte Gleichung gibt, wenn
der absolute Kegelschnitt B bekannt ist (Gleichung (D.13)). Ist B nur vom Rang
2, so entartet Gleichung (D.13) zu einer leeren Gleichung. Wir miissen also dann B
durch einen kleinen Term ergénzen, der den vollen Rang herstellt, invertieren und in
der Gleichung (D.13) den Grenziibergang herstellen, in dem dieser Zusatzterm ver-
schwindet. Der fithrende Term wird dann durchaus trivial, aber der néchste liefert
wieder eine richtige Gleichung. Wir kénnen sie wie folgt darstellen. Ist B nur vom
Rang 2, so definiert B eine absolute Polare p, mit deren Hilfe B als Derivat einer
Matrix B* vollen Ranges dargestellt werden kann:

g_p_BPoBp
(p, B*p)

Diese kann gewohnlich invertiert werden, A*B* = £. Wir finden mit der Definition

pep

Ay = A" —
! (p, B*p)
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Abbildung D.11: Hyperbel und euklidi-
scher Hohenschnittpunkt

Der euklidische Ho6henschnittpunkt eines
Dreiecks liegt auf dem pseudoeuklidischen
Umkreis, wenn dieser eine gleichseitige Hy-
perbel ist. — Und als Korollar: Alle Ke-
gelschnitte durch ABCH sind gleichseiti-
ge Hyperbeln, deren Mittelpunkte auf dem

Abbildung D.12: Kreis und pseudoeukli-
discher Hohenschnittpunkt

Der pseudoeuklidische Hohenschnittpunkt
eines Dreiecks liegt auf dem euklidischen
Umbkreis, wenn die ausgezeichneten Rich-
tungen, die pseudoeuklidisch auf sich selbst
senkrecht stehen, euklidisch aufeinander
senkrecht stehen.

Feuerbach-Kreis liegen.

wieder eine Matrix mit Rang 2, mit deren Hilfe die Kreisgleichung (Q, Q) = 0 mit

%po (pOMAl‘i‘AlMop)_Mpo

K=A +2
<p7 Q1>2
geschrieben werden kann.

1
P )

In Abbildung D.10 rechnen wir mit einem Minkowskischen Maf§ B. Der (gestri-
chelt gezeichnete) Kegelschnitt K um den Scheitelpunkt O des Winkels aus den
Geraden gg und g1, der nach euklidischen Maflistdben beurteilt eine Hyperbel ist,
ist in dem durch B gegebenen Mafl ein Kreis. Er schneidet g; im Punkte P. Nun
wird um den Mittelpunkt @) von OP ein Kegelschnitt H durch P gelegt, der im
euklidischen Fall eine Hyperbel, hier also ein (nach euklidischen Mafistiaben beur-
teilter) Kreis ist. Diesen Kegelschnitt definieren wir unabhéngig von der speziellen
Geometrie als Konstrukt aus B und go. Wihrend der Kreis K mit B konstruiert
wird, suchen wir den Kegelschnitt H als Kreis auf der Basis einer Matrix

By =8B-— Bgo o goBB .

A
(90, Bgo)

Wir bestimmen A so, daf§ die beiden B; entsprechenden Asymptoten (definiert durch
(e,Bie) = 0, in Abb. D.10 nicht reell) beziiglich B senkrecht aufeinander stehen (d.h.,
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(e1,Bey) = 0). Es ergibt sich dann immer A = 2. Schneiden wir nun K (den B-Kreis
durch P um O) mit H (dem B;j-Kreis durch P um @), erhalten wir weitere reelle
Schnittpunkte D, im euklidischen Fall drei, im pseudoeuklidischen Fall einen. Man
kann nun zeigen, dafl die Geraden go = O x D in g1 iibergehen, wenn sie erst an gy und
dann am Ergebnis g3 = Sy [g2] gespiegelt werden. Damit ist 3/[g2, g0] = Z[g0,91]-
Im euklidischen Fall gilt dies natiirlich nur modulo 2.

Abbildung D.10 illustriert das Verfahren. Wir legen den durch B bestimmten
pseudoeuklidischen Kreis K als Hyperbel um den Vertex O und finden auf dem
zweiten Schenkel den Punkt P. Durch den Mittelpunkt @ der Strecke OP legen
wir den (euklidischen) Kreis H und finden den Schnittpunkt D. Nun ziehen wir die
Sehne PD, die das Asymptotenkreuz in F und F' schneidet und halbieren sie mit
dem Punkt H, der auch AB halbiert, wie wir von der Hyperbel wissen. Die Gerade
g3 halbiert also den Winkel /[g2, g1] nach pseudoeuklidischem Mafl. Wir miissen nun
nur noch zeigen, dal gg den Winkel /[gs, g2] nach pseudoeuklidischem Maf teilt. g
ist aber die horizontale Achse und teilt deshalb gerade dann /[gs, g2] auch nach
euklidischem Ma8. In diesem rechnen wir weiter. Der Winkel ZOD P ist nach Thales
ein rechter Winkel, /FOF ist es nach Voraussetzung (genauer wegen der Wahl von
B und By). Deshalb gilt ZFOD = /FEO. Andererseits sind nach euklidischem Maf}
OH und HF gleich lang, also /FEO = /HOE. Damit ist /FOD = /HOFE, und
go halbiert nicht nur ZFOF, sondern auch /DO H. Damit ist nach euklidischem wie
pseudoeuklidischem Ma8l /[g2,90] = Z[g0,93]. Nach pseudoeuklidischem Mafl war
aber /[gs, g3] = Z[g3, g1]. Deshalb ist nach pseudoeuklidischem Mafl nun 3/[g2, go] =
/190, g1]-

Die Dreiteilung des Winkels ist eine Aufgabe jenseits der Losbarkeit mit Zirkel
und Lineal allein. Das liegt in der euklidischen wie in der pseudoeuklidischen Geo-
metrie am Fehlen eines absoluten Pols. In der Galilei-Geometrie ist die Dreiteilung
des Winkels dquivalent der Dreiteilung einer Strecke und mit Zirkel und Lineal allein
ausfithrbar. Dual dazu finden wir, dafl die Dreiteilung einer Strecke nicht mehr mit
Zirkel und Lineal allein zu bewéltigen ist, wenn es keine absolute Polare gibt, also
etwa auf der Kugel (d.h. in der elliptischen Geometrie).

Es gibt auch einfachere Beispiele der Verwicklung von Kreis und gleichseitiger
Hyperbel als die Dreiteilung des Winkels. Die Abbildungen D.11 und D.12 zeigen,
dafl eine Hyperbel auch in einer einfachen euklidischen Konstruktion und ein Kreis
in der dualen pseudoeuklidischen Konstruktion gefunden werden kann. Konstruie-
ren wir den Hohenschnittpunkt eines Dreiecks nach der euklidischen Regel, liegt er
auf allen gleichseitigen Hyperbeln, die durch die Dreieckspunkte gehen. Dual dazu
konnen wir den Hohenschnittpunkt nach der pseudoeuklidischen Regel bestimmen.
Dann liegt er auf dem euklidischen Umkreis des Dreiecks. Wir lassen den Beweis
dem Leser.
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Anhang E

Die metrische Ebene

E.1 Klassifikation

Wir wollen hier die formale Grundlage fiir die Darstellung in Kapitel 9 entwickeln'.
Dazu erweitern wir zunéchst die projektive Ebene auf den projektiven Raum. Des-
sen Punkte und Ebenen sind nun Schnitte mit einem Geradenbiischel bzw. einem
Raumbiischel, das von einem Zentrum im vierdimensionalen linearen Raum getragen
wird. Jeder Punkt im dreidimensionalen projektiven Raum hat nun vier homogene
Koordinaten, @ = (Q!,Q? @Q3,Q%*), und die gewthnlichen Koordinaten erhalten
wir etwa durch (£,7,¢) = (Q'/Q* Q?/Q* @Q3/Q*). Das zum Punkt duale Gebil-
de ist nicht mehr die Gerade, sondern die Ebene. Geraden kann man sowohl als
Schnitt zweier Ebenen oder als Verbindung zweier Punkte darstellen. Eine Ebene
hat ebenfalls vier homogene Koordinaten, e = (e1,e2,e3,e4). Der Punkt @ liegt
in der Ebene e, wenn das Skalarprodukt der Koordinatenquadrupel verschwindet,
<6’ Q> = 6ka =0.

Dem Kegelschnitt entspricht nun im dreidimensionalen projektiven Raum ein Ge-
bilde, das wir allgemein eine Quadrik nennen. Eine solche Quadrik kann ein Ellipsoid
oder ein Hyperboloid sein, diese Namen sind aber der Anschauung im euklidischen
Raum entlehnt. Projektiv unterscheiden sich die Quadriken nur durch ihre Signatur,
d.h. durch die Differenz in der Zahl der positiven und negativen Diagonalelemente
in einer Diagonaldarstellung der Matrix Kj,,. Auch dieser Unterschied ist fiir uns
ohne Belang. Wir wollen hier die Quadrik mit Hauptachsen parallel den cartesischen
Koordinatenlinien darstellen und wéahlen deshalb

(x—&)° (y—nt)*  (2-¢t)? ¢
a? b2 * 2 &

+

Der Mittelpunkt hat die Koordinaten Z = [¢, 7, (, 1], die Hauptachsenquadrate sind
a?/d?, b?/d? und ¢? /d?. Sind diese Werte alle positiv, ist die Quadrik in der gewihlten

"'Wir benutzen die Summationskonvention.
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Darstellung ein Ellipsoid. Die dreidimensionale Polaritét ist dann durch die Matrizen

0 0 -4
0 & 0 S~ 1
* b2 b2 _

A0 0 B ~ o detA= e (B

2 2 2

und

@ _2d2§2 2_d2£277 2 _dz§C _dz§

" —d*ng  b*—d'n®  —d'n¢  —dn
B* = E.2
_d2C£ _dQCn 02 _ d2C2 _dQC ( )

—d2¢ —d2n —d2¢ -2

darzustellen. Ein Punkt @ hat die polare Ebene 7[Q] = A*Q, eine Ebene « hat den
Pol P[y| = B*y.

Wir setzen nun d = 1. Der Schnitt mit der Ebene z = 0 ist ein Kegelschnitt der
Gleichung

_ 2 _ 2 2

Ist ¢ < ¢, schneidet die Quadrik die Ebene im Reellen nicht. Wir kénnen

g

& 0 - 22
A= 0 % -3 , det A= ——5—->
e 'y e lp e a’bc?

_a2 _b2 _1+a2+b2+02

schreiben. Fiir B ist das eigentlich komplizierter, aber im nichtentarteten Fall haben
wir einfach das Inverse von A zu bilden, d.h.,

o (@1t G ) I
B:_02_<2 &n b2(—1+‘25+%5) n
3 n 1

Wir iiberzeugen uns, daf die polare Ebene 7[Q] = A*Q eines Punktes in der Ebene
z = 0 diese Ebene in der Polaren p[Q] = AQ schneidet. Schlieflich gilt die Eigen-
schaft der Punkte der polaren Ebene, mit dem Aufpunkt ) die beiden Schnittpunkte
der Verbindungsgeraden mit der Quadrik im Raum harmonisch zu teilen auch fiir
die Punkte, die auf dem Schnitt der polaren Ebene mit der Zeichenebene liegen. —
Wir iiberzeugen uns, daf die polaren Ebenen 7[Q] = A*Q der Punkte @ einer Ge-
raden g in der Ebene z = 0 alle eine Gerade p[g] gemeinsam haben, die diese Ebene
z = 0 im Pol P[g] = Bg der Geraden schneidet. Wéhlen wir auf g zwei Punkte,
schneiden sich deren polare Ebenen in einer Geraden. Diese Gerade erweist sich als
unabhéngig von der Wahl der Punkte, solange sie auf der Geraden g liegen. Es ist
die Polare plg] der Geraden g.
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Im Raum koénnen also Geraden zueinander polar sein?. Die gefundene Gerade
plg] schneidet die Ebene z = 0 im Pol P[g] = Bg der Geraden. Wir kénnen dual
dazu auch so vorgehen, dal wir erst die Ebenen durch die Gerade g bestimmen
und dann die Pole dieser Ebenen aufzusuchen. Dies Pole liegen im nichtentarteten
Fall wieder auf der bereits konstruierten polaren Geraden. — Wenn B nicht entartet
ist, ist jeder Punkt Pol zu einer Geraden, die nun seine Polare heifit: p[Q] = AQ,
und AB = £. Im Entartungsfalle (det B = 0) ist auch A entartet (det.A = 0 und
AB = 0). Dann bestimmen sich .4 und B wechselseitig nur noch unvollsténdig.

Wir haben folgende Fille zu entscheiden:

1. Der die Polaritit definierende Kegelschnitt ist reell und nicht entartet. Im
Dreidimensionalen heifit das, wir konnen die Quadrik durch eine Kugel dar-
stellen, die unsere Zeichenebene schneidet. Statt der Kugel konnten wir auch
ein Ellipsoid oder ein Hyperboloid nehmen, fiir die projektiven Beziehungen ist
das ohne Wirkung. Die Polaritét 148t sich durch eine reelle Konstruktion mit
dem reellen Kegelschnitt herstellen, und der Riickgriff auf den dreidimensiona-
len Raum nicht unmittelbar erforderlich. Allerdings hat der reelle Kegelschnitt
die Eigenschaft, Punkte und Geraden in invariante Untermengen einzuteilen.
Das sind die Transitivitdtsgebiete, die wir schon oft beschrieben haben. Es
ergeben sich drei Unterfille.

(a) Wir wihlen die Geraden als Erzeugendensystem, die den Kegelschnitt
schneiden, und koénnen dann die Punkte im Innern des Kegelschnitts er-
zeugen. Wir erhalten so das Kleinsche Modell der nichteuklidischen Geo-
metrie (Lobachevski-Geometrie)

(b) Wir wihlen die Geraden als Erzeugendensystem, die den Kegelschnitt
schneiden, und die Punkte im Auflengebiet des Kegelschnitts. Wir erhal-
ten dann das Modell der deSitter-Geometrie. Zeitartige Geraden schnei-
den den Kegelschnitt, raumartige Geraden meiden ihn.

(¢c) Wir wihlen die Geraden als Erzeugendensystem, die den Kegelschnitt
nicht schneiden, und die Punkte im Auflengebiet des Kegelschnitts. Wir

2Das liegt daran, da8 der dreidimensionale projektive Raum durch den vierdimensionalen homo-
genen Raum dargestellt werden muf, in dem die Geraden h nicht mehr durch eine lineare Gleichung,
sondern durch zwei dargestellt werden, denen die Form

hixz™ =0

mit einer antisymmetrischen Koeffizientenmatrix h;; gegeben werden kann. Mit dem vierstelligen
Permutationssymbol €;x1m (numerisch gleich mit ¢™*™ und der Reziprozitit €;xime™™® = 2(67 65, —
07.07)) kann eine Gerade durch zwei Punkte @ und R mit dem Koeffizientenschema h;;[Q, R] =
eiklleRm dargestellt werden. Die Schnittgerade zweier Ebenen o und S ist hig[o, 8] = i 8k — xS
Unterstellen wir die Polaritit o = w[Q] und 8 = «[R] finden wir durch Einsetzen fiir j = p[h] die
Formel

jik = (AZTA;;SElmTS) hlm .
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erhalten dann das Modell der Anti-deSitter-Geometrie. Zeitartige Gera-
den meiden den Kegelschnitt, raumartige Geraden schneiden ihn.

Jedesmal erhalten wir modifizierte metrische Beziehungen. Die Quadrik im
dreidimensionalen Raum konnte auch entartet sein, wenn sie nur eine nichtent-
artete Schnittkurve hat, also etwa ein normaler Kegel, der nicht im Zentrum
geschnitten wird. In Kapitel 7 haben wir die Lobachevski-Geometrie gerade so
eingefiihrt.

. Der die Polaritéit definierende Kegelschnitt ist nicht reell, aber auch nicht ent-

artet. Diesen Fall stellen wir reell im dreidimensionalen projektiven Raum dar,
indem wir dort eine Quadrik wéhlen, die die Zeichenebene nicht schneidet. Wir
erhalten dann das Modell der elliptischen (sphérischen) Geometrie.

. Der die Polaritéit definierende Kegelschnitt hat nur einen reellen Punkt P.

Diesen Fall stellen wir reell im dreidimensionalen projektiven Raum dar, indem
wir dort eine Quadrik wihlen, die die Zeichenebene beriihrt. Wir erhalten dann
das Modell der antieuklidischen Geometrie. Wie im ersten Fall kann auch hier
die Quadrik in bestimmter Form entartet sein: Der Punkt kénnte das Zentrum
eines Doppelkegels sein. Der Punkt P wird Pol aller Geraden der Ebene, und
alle Polaren gehen durch diesen Pol. Im Polarenbiischel ist eine Involution
definiert, die keine Fixstrahlen hat.

. Der die Polaritdat definierende Kegelschnitt ist zu einem reellen Punktepaar

entartet. Wir erhalten dann das Modell der pseudoeuklidischen Geometrie
(Minkowski-Geometrie). Alle Punkte haben eine gemeinsame Polare, die Fern-
gerade in der cartesischen Darstellung. Alle Pole liegen auf dieser Polaren, auf
der eine Involution definiert ist, die zwei Fixpunkte hat: die reellen Punkte des
definierenden Kegelschnitts.

. Der die Polaritét definierende Kegelschnitt ist zu einem Punktepaar entartet,

das nicht reell ist, das aber eine reelle Verbindung hat. Wir erhalten dann
das Modell der euklidischen Geometrie. Alle Punkte haben eine gemeinsame
Polare, die Ferngerade in der cartesischen Darstellung. Alle Pole liegen auf
dieser Polaren, auf der eine Involution definiert ist, die keine reellen Fixpunkte
hat.

. Der die Polaritét definierende Kegelschnitt ist zu einem reellen Doppelpunkt

entartet, das heifit, er hat dort auch eine reelle Tangente. Wir erhalten dann
das Modell der Galilei-Geometrie. Alle Punkte haben eine gemeinsame Pola-
re, die Ferngerade in der cartesischen Darstellung. Alle Geraden haben einen
gemeinsamen Pol, den reellen Punkt des Kegelschnitts.

Der die Polaritéit definierende Kegelschnitt ist zu einem reellen Geradenpaar
entartet. Alle Geraden haben einen gemeinsamen Pol, den Schnittpunkt, durch
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den alle Polaren gehen. Im Polarenbiischel ist eine Involution definiert, die zwei
Fixstrahlen hat, namlich das Geradenpaar (Anti-Minkowski-Geometrie).

Wir wollen nun diese neun Fille formalisieren. Dazu legen wir das Zentrum
der Quadrik zunéchst in den Punkt [z,y,z,t] = [0,0,1,1]. Damit lassen sich alle
besprochen Fille darstellen bis auf einen: wenn der Schnitt mit der Ebene z = 0 ein
Geradenpaar sein soll. Dieser Fall ist nur mit einem Zentrum |[z,y, z,t] = [0, 0,0, 1]
zu behandeln. Wir schreiben also zuné&chst

L 0 0 0
0 & 0 0 1
A*: 0 bo % _% s detA:_—QQbQCQ
C C
00 —-% -1+%
und
a? 0 0 0
. 0 b2 0 0
B = 0 0 -1 -1
0o 0 -1 -1

In der Zeichenebene entstehen die Ausdriicke

L0 0 v 0 0
A= 0 #% 0 x| 0 a*c? 0
0 0 -1+% 0 0 a?*(1-c?)
und
a*(-1+ %) 0 0 a?(1—¢?) 0 0
B= 0 (-14+%) 0 | 0 (1-c%) 0
0 0 1 0 0 c?

Wenn A* eine Kugel ist, a = b = ¢, und diese die Ebene schneidet, ¢ > 1,
entstehen indefinite Matrizen A und B, die (bis auf den in homogenen Koordinaten
immer freien Faktor) zueinander invers sind: AB o £. Schneidet die Kugel die Ebene
nicht, ¢ < 1, sind A und B beide definit. Beriihrt die Kugel die Ebene, ¢ = 1, hat B
nur noch den Rang 1 und A den Rang 2.

Nun betrachten wir den Grenzfall a = ¢ = 1, aber b — 0. Die Kugel wird also
plattgedriickt. Wichtig ist, dal die Ebene, auf die das geschieht, die Zeichenebene
schneidet. Andernfalls ergibt sich auch in der Grenze nur der bereits gesehene zweite
Fall. Die Kugel wird also ein Diskus. Ist ¢ < 1, schneidet er die Ebene nicht, und
wir erhalten A vom Rang 1 und B vom Rang 2 und semidefinit. Ist ¢ > 1, schneidet
er die Ebene lings einer von 2 reellen Punkten begrenzten Strecke. A bleibt vom
Rang 1, B vom Rang 2, aber B ist nun indefinit. Beriihrt der Diskus die Ebene,
¢ =1, sind A und B vom Rang 1. In allen drei Féllen ist die Gerade y = 0 durch .4
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definiert: Es ist das Bild der Ferngeraden der euklidischen Geometrie, der Minkowski-
Geometrie und der Galilei-Geometrie. Danach bleibt nur noch ein Fall iibrig. Wir
setzen im dreidimensionalen Raum einen Kegel an, dessen Achse in der Zeichen-
ebene liegt. Dazu ersetzen wir in den Formeln (E.1) und (E.2) b2 durch —b?, um
den Vorzeichenwechsel des Koeffizienten anzuzeigen, und lassen d? gegen Unendlich
gehen. Es ergeben sich nun die Formeln

L0 0 ¥ 0 0 ¥ 0 0
A= 0 —-% 0 || 0 —a®* 0 — [ 0 —a® 0
0 0 - 0o o0 -—<F 0 0 0
und
@ 0 0 —o 0 000
B=|0 -0 0 || 0 % 0o =000
0 0 —d? 0 1 00 1

Denken wir an die Dualitét zwischen Geraden und Punkten in der projektiven
Geometrie, entspricht der Vertauschung beider die Vertauschung der Rollen von A
und B. In diesem Sinne rechtfertigen sich die Bezeichnungen fiir die antieuklidische,
die anti-Minkowskische, die Anti-Lobachevski-Geometrie.

Wir schlieflen mit der Betrachtung des Sinussatzes und zeigen ihn am Beispiel
der Dreiecke aus zeitartigen Geraden in der deSitter-Geometrie (Abb. 7.24). Diese
wird auf die (Pseudo-)Kugel im Dreidimensionalen gezeichnet, damit alle Bewegun-
gen der Geometrie (Pseudo-)Drehungen werden. Die Transformationsmatrizen im
Dreidimensionalen haben dann die Determinante 1, und das Spatprodukt dreier
Ortsvektoren [O_}l, OB, O_C'] ist invariant. — Wir wihlen nun den Aquator so, dafl er
den Punkt A passiert und da§ B auf dem Meridian durch A liegt (Abb. E.1). Wir
zeichnen den Tangential-Einheitsvektor AT bei A in Richtung B und finden eine
Komponentenzerlegung

OB = OAT[d + AT sp 1[c] , d.h., OB* = OA+ AT 45 1[d] ,

wobei ¢ der Zentralwinkel, also die Lénge der Geodéite AB ist. Der Meridianschnitt
ist hier eine pseudoeuklidische Ebene, deshalb ist I'[¢] = cosh ¢ und IlI[¢] = sinh c.
Diese Aufspaltung enthélt nur invariant beschriebene Stiicke, ist also selbst invariant
(d.h., unabhéingig von der speziell gewihlten Lage der Strecke AB). Wir kénnen
deshalb allgemein auch OC* = OA + AT ac I1[b] setzen. — Wir werten nun das
Spatprodukt [O_}l, OB, O_C‘] aus. Es ist gleich dem zweifachen Volumen der Pyramide
OABC. Die ist aber volumengleich der Pyramide OAB*C*, weil sich beim Ersetzen
von B durch B* und von C durch C* die Grundfliche OAB = OAB* und die
Hohe C*G nicht &ndern. Nun ist AB* = II[¢] und AC* = II[b]. Wir setzen C*G =
AC* ¥]a]. In unserem Falle ist auch die Tangentialebene pseudoeuklidisch, es gilt
deshalb X[a] = sinh a. Wir finden

[0A,0B,0C] = 2 I1[b)] 1[d] o]
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A

Abbildung E.1: Die charakteristischen
Funktionen. I.

Wir sehen das aufgeschnittene Hyperboloid
des Radius 1 mit einer Tangentialebene im
Punkte A. Die Seite ¢ = AB des Dreiecks
AABC liegt im Meridian. AT a5 und AT ac
sind Einheitsvektoren in der Tangentialebe-

Abbildung E.2: Die charakteristischen
Funktionen. II.

Wir werten das Dreieck AAB*C* in der
Tangentialebene aus. Das Volumen der
Pyramide OAB*C* ist durch 2V* =
[O_A,OB*,Oé*] = sinh b sinh ¢ sinh o ge-
geben.

ne. Es gilt hier AC* = sinh b, AB* = sinh ¢
und C*G/AC* = sinh a.

Sind alle drei Seiten des Dreiecks zeitartig, kann wieder wegen der Invarianz des
Spatprodukts jeder der drei Punkte eines Dreiecks als Bezugspunkt gew#hlt werden,
und es gilt zyklisch II[b] I[c] X[a] = TI[¢] H[a] X[3] = I[a] TI[b] X[vy] oder

(E.3)

Sehen wir die neun Geometrien als solche Zentralprojektionen an, dann unterschei-
den sie sich je nach Charakter der Meridianebenen und der Tangentialebenen. Bei po-
sitiver Kriitmmung der Geometrie der Oberfléche sind die Meridianebenen euklidisch
(IT[a] = sina, Abb. 7.17), bei negativer Kriimmung pseudoeuklidisch (II[a] = sinh a,
Abb. 7.19), ohne Kriimmung sind sie Galileisch (Il[a] = a). Die Tangentialebenen
sind euklidisch (X[a] = sin ) fiir die Geometrien mit gewohnlicher Dreiecksunglei-
chung (Abb. 7.8, 7.9), sie sind pseudoeuklidisch (X[a] = sinh «) fiir die antihyper-
bolische (Abb. 7.27), die Minkowski- und die deSitter-Geometrie (Abb. 7.25), sie
sind Galileisch (X[a] = «) fiir die antieuklidische, die anti-Minkowskische und die
Galilei-Geometrie. Die Funktion II[r] beschreibt die Abhéngigkeit des Bogens eines
Kreissektors vom Winkel: Ist r die Lénge des Radius, so ist der Bogen b = all]r].
Die Funktion X[a] beschreibt die Abhéngigkeit des Sinus s (d.h. der Linge des Lo-
tes vom Startpunkt des Bogens auf den anderen Schenkel des Sektors) vom Bogen,
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Tabelle E.1: Tabelle der Signaturen der neun Geometrien der Ebene

II[a] = sin a Ia] = a II[a] = sinh a
Kugel Euklid Lobachevski
Y[a] =sin « B=+ + + B=0+ + B=—- + +
A=+ + + A=+00 A=— + +
Anti-Euklid Galilei Anti-Minkowski
Yla] =a B=00+ B=00+ B=00+
A=+ +0 A=+00 =— 4+ 0
Anti-Lobachevski Minkowski DeSitter
Y[a] =sinh « B=—- — + B=0+ — B=+ — +
A=+ + — A=+00 A=— + —

s = II[r]X[a]. So wie je nach Charakter der Meridionalebenen II[a] gleich sin a, a und
sinh a sein kann, finden wir auch X[a] gleich sin «r, & und sinh «v je nach Charakter
der Tangentialebenen. Es ergibt sich die Tabelle E.1.

E.2 Die Metrik

Die Metrik der metrisch-projektiven Ebene gestattet die Darstellung des Abstands
zweier Punkte in der geschlossenen Form

d[A, B = %lnD[A,B;Kl[A « B], Ka[A x B]] (B.A)

wobei K1 und K> die Schnittpunkte der Verbindungsgeraden AB mit dem absoluten
Kegelschnitt sind. Fiir den Winkel gilt entsprechend
1
alg. h] = 5 nDlg, hi klg x hl, kzlg > A]] .
Die Metrik entartet, wenn K7 — K. Dann bleibt in der ersten Ordnung

BV AV

Ky =K +eV — D[AB;K;,K; +£V] :1+€(BK1 N AKl)

tibrig. Falls hier K; die Koordinate oo bekommt, wird die Entfernung zur Koordi-
natendifferenz auf der Geraden.
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Wir konstruieren nun die Metrik der Geometrien, die in den vorangegangenen
Kapiteln untersucht worden sind. Sie schaffen insbesondere den Anschlufl an die
Betrachtungen der Kosmologie, die sich im allgemeinen auf eine solche metrische
Darstellung stiitzen. — In der zweidimensionalen euklidischen Ebene gilt in cartesi-
schen Koordinaten

ds? = dz? + dy? und ds? = dz? + dy? + dz?

im dreidimensionalen euklidischen Raum. Substituieren wir Polarkoordinaten in der
Ebene (z = rcos ¢, y = rsing), entsteht

ds? = dr? 4 r2de? . (E.5)

Substituieren wir Kugelkoordinaten im Raum (x = rsinfcos¢, y = rsinfsinp,
z =rcosf), finden wir

ds? = dr? + 72(d#? + sin? dy?) . (E.6)

Der Teil in der Klammer beschreibt, was wir auf der Kugelfldche vorfinden. Wir
sehen also, dafl im Vergleich mit (E.5) der Ausdruck

ds? = d6? + sin® Ady? . (E.7)

das Linienelement einer homogen positiv gekriimmten Fléche ist.

In der dreidimensionalen Minkowski-Welt gilt in cartesischen Koordinaten
ds? = Adt? — da? — dy? .

Fiithren wir hier neben den Polarkoordinaten auch noch die kosmologische Zeit ein
(dann haben wir das Aquivalent der Kugelkoordinaten), finden wir

t=rcosh[y], 7=7sinh[y], ds?=c?dr? — (er)?(dx? + sinh?[x]dp?) .

Entfernungen vom Punkt xy = 0, die durch eine feste Koordinate y markiert sind,
werden mit der Zeit immer gréfler. Das Linienelement beschreibt Milnes Explosions-
kosmos (Abb. 7.19). Der Teil in der Klammer,

ds? = dx? + sinh?[y|d¢? ,

beschreibt eine homogen negativ gekriimmte Flidche. Ersetzen wir die Winkelkoor-
dinate ¢ der Kreise um den gewéhlten Ursprung der Ebene durch die Koordinaten
(0, ) der Kugeln um den Bezugspunkt im Raum, entsteht das Schema

sin® y fiir positive Kriitmmung
ds? = dy? + X2 (d6? + sin? Ad?) fiir Kriitmmung Null
sinh? y fiir negative Kriitmmung
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fiir das Linienelement homogener R&ume.
Ein kosmologisches Modell ist nun eine Welt, die man als homogenen Raum mit
zeitlich variablem Maf konzipiert. Das Linienelement der Welt lautet dann?

ds? = A2dt? — a?[t](dx? + 72[x](dh? + sin? 6dp?)) .

Die Funktion r[x| kann dabei siny (R&ume positiver Kriimmung), y selbst (un-
gekriimmte Rdume) oder sinh y (Réume negativer Kriimmung) sein. Die Funktion
a[t], der Expansionsparameter, beschreibt die zeitliche Variabilitdt des rdumlichen
MafBes (verglichen mit dem Zeitablauf). Die relative Anderung von a,

1 dalt]
H==
a dt ’

heifit Expansionsrate. Die Einsteinschen Gleichungen der Allgemeinen Relativitts-
theorie reduzieren sich auf die Friedmann-Gleichung,

72 kc? B Ac2 887G ES

t o =Ag t—5e. (E.8)
Hier ist k das Vorzeichen der Kriimmung, A die kosmologische Konstante und o die
(mittlere) Massendichte.

Die Kosmen des Kapitels 7 sind die leeren Friedmann-Kosmen (p = 0). Die
Minkowski-Welt zeigt einen Raum der Kriimmung Null ohne Expansion (k = A =
H = 0). Der Milne-Kosmos (Abb. 7.18) ist ein Raum negativer Kriimmung in li-
nearer Expansion, k = —1, A = 0. Er entsteht aus der Minkowski-Welt durch eine
andere Wahl und Interpretation der Koordinaten, hat aber dieselbe abstrakte Metrik.
Der deSitter-Kosmos ist die Oberflache einer Pseudokugel. Je nach Koordinatenwahl
kann er als ungekriimmter exponentiell expandierender Raum (Abb. 7.20) mit dem
Linienelement

ds? = ?dt* — a3 exp[2Hot](dx? + x*(d6? + sin? 0dp?)) ,

als positiv gekriimmter kontrahierender und expandierender Raum (Abb. 7.22) mit
dem Linienelement

ds? = ?dt* — a3 cosh?|Hot](dx? + sin®[x](d#? + sin? fdp?))

oder als negativ gekriimmter explodierender Raum (Abb. 7.24) mit dem Linienele-
ment

ds? = ?dt? — a2 sinh?|Hot](dx? + sinh?[x](d#? + sin? #d¢?))

angesehen werden. Bei anderer Wahl der zeitartigen Richtung entsteht der Anti-
deSitter-Kosmos (Abb. 7.26) mit dem Linienelement

ds? = ?dt* — a3 cos®[Hot](dx? + sinh?[x](d#? + sin? fdy?)) |

3Diese Form des Linienelements heifit Robertson-Walker-Linienelement oder auch Friedmann-
Robertson-Walker-Linienelement, die Modelle Friedmann-Kosmen.
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ein Raum negativer Kriimmung, der sich aufbliaht und wieder in sich zusam-
menstiirzt.

Wir beenden den Anhang mit der Ableitung der Metrik aus dem Doppelverhélt-
nis. Das Linienelement der metrisch-projektiven Ebene erhalten wir als differenti-
elle Form der Formel (E.4). Liegen A und B dicht beieinander, so ist das Doppel-
verhéltnis nahe Eins, der Logarithmus nahe Null. Zunéchst aber bestimmen wir die
Schnittpunkte K, in der Form K,, = P + \,,Q. Die Koeffizienten \,, geniigen der
Gleichung

0 = (K, AKm) = (P, AP) + 2\ (P, AQ) + X2,(Q, AQ) .
Wir finden also

(P, AQ)
(Q,AQ)

(P, AP)

AL+ A =2 m,

A =

VIP.AQP — (P APIQ.AQ)

M =2 0. 4Q)

Nun losen wir

. _ [S?PaKl] [SaQaKQ] _ﬁ
DIP QK Kol = (o e 50 K]~ e

Ist nun @ dicht bei P, @ = P + dP, so ist A7 nur wenig von Ao verschieden,
A2 = A1 + O[dP], und wir kénnen

1 1
d[P7Q] = §ID‘D[P7Q7K17K2” = 5 ‘)\1 _)\2’ +OQ[dP] .

schreiben. Wegen der Vietaschen Wurzelsétze (E.9) ergibt das

(P, AQ)?|
d[P,Q] = \/|1— 5 ARG AT, 24P = V11 - cos2d[P, Q)| + Os[dP] .

Diesen letzten Ausdruck erhélt man direkt bei der Betrachtung der Kugel und deren
Verallgemeinerung: Die Distanz zwischen zwei Punkten auf der gewthnlichen Kugel
ist in Strahlkoordinaten durch

(Q, AP)
V(Q, AQ)(P, AP)

cosd[Q, P] = A= (E.10)

OO =
O = O
= o O

gegeben. Auf der Pseudokugel ist A entsprechend zu veréndern. Dariiberhinaus ist
unter Umsténden der Kosinus durch seinen hyperbolischen Partner zu ersetzen. Wir
merken an, daf§ die Formel (E.10), so wie wir sie geschrieben haben, homogen ist:
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Q, P und A konnen durch Vielfache ersetzt werden, ohne daf} sich das Ergebnis
verindert.

b ol 1 et dip ol 1 PAQ? (P X Q). (AP x AQ)
PP QiA1= cosmdiP QL= 1= )0, 4Q) = (PAP) Q. AQ)

Um die differentielle Form zu finden, schreiben wir () = P + dP und beachten, daf3
(AP x AQ) o B[P x Q)] ist. Wir erhalten

(P xdP), (AP x AdP))

2
ds (P, AP)?
(P x dP),B(P x dP))  B™;; P'dPle, PFdP! (E.11)
(P, AP)(P,AP) (AipPIPF)? '

Ist P = [z,y,1], dP = [dz,dy,0], und liegen B und A in einer Normalform mit
Diagonalelementen 0,1 oder —1 vor, so geht dieser Ausdruck in die bekannten Nor-
malformen der Metrik homogener Ebenen iiber. So erhalten wir fiir die elliptische
Geometrie die Formel

2 dz? + dy? + (zdy — ydx)?

d
e (14224 y?)?

)

1
B=1| 0
0

O = O
= o O

fiir die Lobachevski-Geometrie

2 _ da? + dy? — (zdy — ydx)?
(1— 22 — y2)2 )

10
B=|101 0 — ds
0 0

und fiir die DeSitter-Geometrie

-1 0 O
B 0 1 0 L o4 = —dz? + dy? — (xdy — ydz)?
0 0 -1 (142% —y2)? |

1 0 O
=10 -1 o o4 — da? — dy? + (zdy — ydx)?
0 0 1 (1422 —y2)?

Die anderen Geometrien ergeben die einfacheren Fille.



