
Wir sehen die Streif enregistrierung hori-
zontaler Bewegung. Die ver tikale Richtung
ist die Zeit. Die Einheit auf der Horizonta-
len ist das Lic htjahr , die auf der Vertika-
len das Jahr . Kr äftefreie Bewegung zeich-
net auf dem Streif en eine Gerade , deren
Neigung gegen die Vertikale die Geschwin-
digkeit zeigt.

Kongruenz wir d über Spieg elung en de-
finier t. Die Gesetze der physikalisc hen
Spieg elung werden in geometrisc he Spie-
gelung über setzt. Wir nennen die so
entstehende Geometrie pseudoeuklidisc h.
Die Strategie euklidisc her Beweisf ührung
bleibt erfolgreic h, auch wenn Orthogo-
nalit ät und Kreis ganz ung ewohnt

aussehen.

Lic ht breitet sic h im-
mer in alle Richtun-
gen gleic h schnell aus.
Zusammensetzung mit
anderen Geschwindigkeiten er-
gibt immer wieder nur Lic ht-
geschwindigkeit. Bei einer Spieg e-
lung im Fahrplan (d.h. in der Orts-
Zeit-Ebene) werden die Lic htlinien immer
ineinander gespieg elt. Das ist das Ergeb-
nis der Beobac htung en und Experimente .
Jeder Punkt ist Schnittpunkt zweier Lic htlinien .
Der Schnitt von deren Spieg elbildern ist
das Spieg elbild des Ausgangspunktes. Die
Verbindung beider muss das Lot auf dem
Spieg el sein (

�����������
). Das Quadrat

ist ein besonderes Rechtec k. Seine
Diagonalen sind Lic htlinien .

Die Parallelogramme
aus Registrier gera-

den von Lic htsignalen hei-
ßen Lic htec ke. Die Diago-

nalen von Lic htec ken stehen senkrec ht
aufeinander . Wir nennen die so entstehen-

de Geometrie pseudoeuklidisc h. In einem recht-
winklig en Dreiec k der Orts-Zeit-Ebene ist das

Hypoten usenquadrat nach Fläche gleic h der Diff erenz
der Kathetenquadrate . Der rechte Winkel liegt bei 	 !

Die Projektion (
� 	 ) eines Inter valls ist jetzt länger als

das projizier te Inter vall (
��


).

Auch 	�� ist länger als

 � . In einem Dreiec k aus Registrier -

geraden (etwa 
�� 
�� ) ist die formale Länge (die hier eine
Zeit ist) über den Umweg (hier

��
 � ) kürzer als die direk-
te Verbindung (hier

� � ). Besteht der Umweg aus Linien, die
von Lic htsignalen gezeichnet werden, hat er die Länge Null:
Photonen altern nic ht.

Viele Sätze der euklidisc hen Geometrie gelten homolog und können mit den gleic hen Strategien bewiesen werden.

DER PYTHAGORAS DER ZEIT

Dierck-E.Liebsc her: http://www .aip.de/˜lie/
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Der Pytha goras der Zeit: � �&% � �(' � �
Die Relativit ätstheorie Einsteins wir d im allg emeinen für eine Sammlung komplizier ter Formeln gehalten, deren Inter -
pretation als Wider spruc h zu Selbstver st ändlic hkei ten der allt äglic hen Erfahrung empfunden wir d. Es gibt zwar die
ber ühmten Ausspr üche über die Theorie als Geometrie der Union von Raum und Zeit, aber außer Skizzen gibt es keine
wirklic h geometrisc he Darstellung. Relativit ätstheorie ist aber wirklic h Geometrie . Auf dem Poster wir d sie im Orts-Zeit-
Diagramm dargestellt. Alle wic htig en Zusammenh änge kann man rein geometrisc h ableiten. Dabei sind die geometri-
schen Schlussverfahren in allen Punkten homolog zur euklidisc hen Geometrie , wie diese an der Schule unterric htet
wir d.

Die Zeichnung en in der Orts-Zeit-Ebene sind eine Ar t Streif enregistrierung von Bewegung en in einer einzig en Rich-
tung, also etwa von Billar dkug eln in einer horizontalen Rinne . Wenn der Streif en nach unten gezogen wir d, entsteht die
Registrierung. Kr äftefreie Bewegung en zeichnen Geraden, deren Neigung gegen die Vertikale die Geschwindigkeit zeigt.
Der gewöhnlic he Kreis tritt nic ht auf . Wir können nic ht erwar ten, die Geometrie in der Orts-Zeit-Ebene mit dem gewöhn-
lic hen Zirkel zu konstruieren. Vielmehr bauen wir sie auf der Spieg elung auf: Zwei aufeinander folg ende Spieg elung en
sind dann eine Verschieb ung oder das Äquiv alent der euklidisc hen Drehung. Die Relativit ätstheorie verlangt, dass sic h
die Reflexionsg esetz e auch der Mechanik nach denen des Lic hts ric hten. Während man in der gewohnten Mechanik
erwar tet, dass sic h bei Reflexion das Vorzeichen der Relativ geschwindigkei t zum Spieg el änder t, findet man bei der
Lic htausbreitung, dass die Geschwindigkeit des reflektier ten Lic hts unabh ängig von der Geschwindigkeit des Spieg els
ist. Das ist das Fundament der pseudoeuklidisc h genannten Geometrie von Raum und Zeit.

Wir gehen also davon aus, dass die Weltlinien (d.h.Registrierkur ven) von Lic ht immer Geraden gleic her Neigung
(Geschwindigkeit) sind. Wir nennen sie Lic htlinien. Ist die Längeneinheit (horizontal) das Lic htjahr und die Zeiteinheit
(ver tikal) das Jahr , entstehen zwei euklidisc h rechtwinklig e Parallenensc haren aus solc hen Lic htlinien. Jedes Ereignis
ist Schnitt zweier solc her Lic htlinien. Die Spieg elbilder solc her Linien sind leic ht zu finden: Es sind die Linien aus der
jeweils anderen Schar, die die spieg elnde Gerade im gleic hen Punkt schneiden. Diese gespieg elten Lic htlinien müssen
sic h im Spieg elereignis schneiden:
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ist das Spieg elbild von

�
an
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das Spieg elbild an
�*)

.
� 	 ist senkrec ht auf�����

wie auf der Parallelen 	 
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 	 ist ein rechtwinklig es Dreiec k, der rechte Winkel ist der bei 	 .

Die Lic htlinien dur ch ein Ereignis bilden zusammen mit ihren Spieg elbildern ein euklidisc hes Rechtec k, ein Lic ht-
eck. Gegenüberlieg ende Ecken sind spieg elbildlic h zur dazwisc henlieg enden Diagonale . Die beiden Diagonalen stehen
senkrec ht aufeinander , d.h. sie definieren, was Aufeinander senkrec ht stehen heißt. Spieg elung en erlauben uns ebenso,
Abst ände zu vergleic hen. So ist die spieg elnde Gerade

���
der geometrisc he Ort aller Punkte , die gleic h weit von

�
und���

entf ernt sind, und die spieg elnde Gerade 	 
 ist der geometrisc he Ort aller Punkte , die gleic h weit von
�

und �
entf ernt sind.

Ein Quadrat hat vier rechte Winkel, und es zeichnet sic h unter den Rechtec ken darin aus, dass seine Diagonalen
Lic htlinien sind. Die drei Quadrate über den Seiten sind dargestellt. Mit der euklidisc hen Beweisstrategie ergibt sic h
ohne weiteres, dass hier die Diff erenz der Quadrate über den beiden aufeinander senkrec ht stehenden Seiten (Katheten)
gleic h dem Quadrat über der dritten Seite (Hypoten use) ist. In der euklidisc hen Geometrie ist es die Summe , und wir
kennen die Aussa ge als Satz des Pytha goras . Hier ist es die Diff erenz, und der Satz hat die gleic hen Folg en wie in der
euklidisc hen Geometrie .� 	 ist länger als

��

. Das sieht gut aus, aber

�
und � sind symmetrisc h zu


 	 . Es ist also nic ht nur
� 	-,.	+� ,

sondern auch
��
 , 
 � ! Mit
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0/.� 	 ist damit auch
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 � /.� � : Der direkte Weg von

�
nach � ist länger

als der Umweg über



. Länge heißt in dieser Geometrie aber Zeit: Alle Registrier geraden lassen sic h in die Vertikale
spieg eln, auf der es nur eine Distanz gibt, die Zeit. Deshalb ist die längs

��
 � ablauf ende Zeit kleiner als die längs
� �

verstreic hende Zeit (Zwillingsparado xon). Bei Lic htg eschwindigkeit vergeht überhaupt keine Zeit: 3 ist Spieg elbild von4
an
�*)

, 5 Spieg elbild von
4

an
� �

. Deshalb gilt 6 4 ,7683 wie auch 6 4 ,7685 . 6839,:685 heißt aber 6839,:6;5<,6 4 ,>= : Auf den Lic htlinien ist der Abstand Null. Es vergeht keine Zeit: Photonen altern nic ht.
Gleic hzeitigkeit muß auf die Geschwindigkeit eines Spieg els (allg emein Bezugssystem, auch Beobac hter) bezog en

werden:
�

un
� �

sind gleic hzeitig bezog en auf
� �

,
�

und
��)

gleic hzeitig bezog en auf
�*)

. Gleic hzeitigkeit ist relativ .

und 	 sind gleic hzeitig bezog en auf

� �
.
��
?/@� 	 heißt deshalb, das die gegen

� �
bewegte Uhr (Registrier gera-

de
� )

) langsamer geht als die mit der Registrier geraden
�A�

. Projektionen sind jetzt länger als das projizier te Inter vall
(Zeitdilatation).

Sehen wir die beiden parallelen Geraden
� �

und
�*B

als Weltlinien der Enden eines Stabes an und messen wir seine
Länge dur ch gleic hzeitig es Ablesen eines Lineals an den Enden, so ist

�DC
die Länge des Stabes bezog en auf seine

eigenen Weltlinien (
�A�FEG� B

). Lesen wir dagegen gleic hzeitig bezog en auf ein Lineal
� )

ab, gegen das sic h der Stab bewegt,
so finden wir etwa die kleinere Länge

��H2/>�+C
(Längenkontraktion)

Der pseudoeuklidisc he Kreis ist nach euklidisc her Sehg ewohnheit eine Hyperbel. Auf dem Poster ist ein solc her Kreis
um 6 zu sehen. Er ist der geometrisc he Ort aller Punkte , die Spieg elbild von

�
an einer Geraden dur ch 6 sind, d.h. deren

(pseudoeuklidisc her!) Abstand von 6 gleic h 6 � ist.
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