Die Relativitit der Kegelschnitte

von Stefan Liebscher und Dierck-E-Liebscher

In der gewohnten Geometrie, die wir an der Schule ler-
nen, unterscheiden wir leichthin zwischen Ellipsen, Para-
beln, Hyperbeln und Kreisen und sehen, dass sie alle Kegel-
schnitte sind. Wir lesen von Brennpunkten, Summenregeln
und krummen Spiegeln. Tasten wir uns iiber die euklidische
Geometrie hinaus, erkennen wir, dass diese Eigenschaften
der Kegelschnitte sich auf einen in der gewohnten Geome-
trie unsichtbaren zweiten Kegelschnitt beziehen, der eine
Art unendlich ferner Rand der Zeichenebene ist. Auf per-
spektiven Darstellungen ist dies der Horizont, auf dem sich
parallele Geraden schneiden. In dieser Erzihlung verwen-
den wir ihn in sichtbarer Form, als ganz normalen Kegel-
schnitt. Warum und wie das geht, soll mit elementaren Kon-
struktionen illustriert werden.

Die Eigenschaften der Kegelschnitte erscheinen nun als Ei-
genschaften eines Paares, in dem sich einer auf den anderen
bezieht. Wir nennen das die Relativitit der Kegelschnitte.

1 Von der Parabel zum allgemeinen
Kegelschnitt

Der Kegelschnitt, den wir alle nutzen, ist die Parabel. Die
Parabel sammelt parallel einfallende Strahlen — die Strah-
lung von einem ideal weit entfernten Punkt auf ihrer Ach-
se — in einem einzigen Punkt, dem Brennpunkt. Parabol-
spiegel werden in Scheinwerfern, Satellitenantennen und
Teleskopen eingesetzt. Die Parabel ist die Kurve, die sich
beim Schnitt eines Kreiskegels mit einer Ebene ergibt, wenn
diese parallel zu einer Mantellinie des Kegels liegt. Bei an-
deren Lagen der Schnittebene ergeben sich Hyperbel und
Ellipse mit dem Sonderfall Kreis (Abb. 1).

Abbildung 1: Zerschnittener Kegel. Ein Doppelkegel wird
von Ebenen verschiedener Neigung geschnitten. Unten finden
wir Ellipsen, links oben Hyperbeln.

Alle Kegelschnitte haben Brennpunkte, und hier interessie-
ren deren allgemeine Eigenschaften. Der einfachste Brenn-
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Abbildung 2: Parabel mit gespiegelten Strahlen und der Di-
rektrix. Die Achse der Parabel ist hier vertikal. Achsenparal-
lele Strahlen werden in den Brennpunkt gespiegelt, und das
Spiegelbild des Brennpunktes ist aus der Ferne eine Linie
senkrecht zur Achse.

Abbildung 3: Das perspektive Bild des Kreises. Detail aus
dem Panorama in Frankenhausen von Werner Tiibke.

punkt ist der Brennpunkt der Parabel (Abb. 2). Die Pa-
rabel hat eine Symmetrieachse. Die achsparallelen Strah-
len werden im Brennpunkt gesammelt, die Strahlen aus
dem Brennpunkt werden in achsparallele Strahlen gespie-
gelt. Aus der Ferne betrachtet, liegen die Spiegelbilder des
Brennpunkts alle auf einer Linie senkrecht zur Achse, der
Direktrix. Wir lernen schon an der Schule, dass die Punk-
te auf der Parabel vom Brennpunkt und von der Direktrix
gleich weit entfernt sind.

In Architektur und Malerei begegnen wir der Ellipse.
Hier wurde sie als perspektives Bild des Kreises entdeckt
(Abb. 3). In der Astronomie wurde nach jahrtausendelan-
gen Versuchen, die Form der Planetenbahnen mit Kreisen
allein zu beschreiben, die Ellipse als korrekte Bahnform von
Johannes Kepler gefunden. Elliptische Spiegel finden in der
Medizintechnik Verwendung. Die Ellipse hat auch als Beet-
form ihren Reiz, und der Girtner nutzt eine einfache Kon-
struktion: Die Enden eines Seils werden an zwei Pflocken
befestigt und das Seil mit einem Stift gespannt. Wird der
Stift unter Spannung herumgefiihrt, zeichnet er eine Ellip-
se. Die Summe der Abstinde von den beiden Fixpunk-
ten ist fiir alle Punkte einer Ellipse die gleiche, eben die



Abbildung 4: Die Regel des Girtners.

Abbildung 5: Die Regel des Gértners und die Reflexion an
der Ellipse: A und B seien zwei eng benachbarte Punkte der
Ellipse, AD und CB Strahlen von F;, CA und BD Strah-
len von F5. AB ist ein Stiick der Tangente. Fillt man von A
die Lote, dann gilt wegen der Girtnerregel GB = BH, also
sind ABG und ABH kongruent, also ist AH = AG. Das
Viereck ADBC' ist ein Rhombus, C'D eine Symmetrieachse,
und die Winkel bei A und B sind gleich: Einfallswinkel gleich
Ausfallswinkel.

Linge des Seils (Abb. 4). Mit einer kleinen Infinitesimal-
betrachtung (Abb. 5) zeigt die Methode des Gértners auch,
warum die Fixpunkte Brennpunkte sind:' Jeder Strahl aus
einem Brennpunkt wird an der Ellipse in einen Strahl
durch den anderen Brennpunkt gespiegelt (Abb. 6). Von
einem der Brennpunkte aus kann man in jeder Richtung ein
Spiegelbild des anderen sehen und zwar immer im gleichen
Abstand.?

Auch die Hyperbel hat zwei solche Brennpunkte, und die
Strahlen aus einem Brennpunkt werden in Strahlen gespie-
gelt, die aus dem anderen Brennpunkt kommen. Deshalb ist
es jetzt auch die Differenz der Entfernungen von den Brenn-
punkten, die fiir die Punkte der Hyperbel bis auf ein Vor-
zeichen konstant ist (Abb. 7). Hyperbolische Spiegel wer-
den in Rontgen-Teleskopen benutzt, um die Baulidnge zu
verkiirzen. Weil Rontgenspiegel nur bei streichendem Ein-
fall gut spiegeln, wiirde ein Parabolspiegel allein zu lang.
Die Gestalt der Hyperbel begegnet uns auch auf der Orts-
Zeit-Ebene der Relativititstheorie [2], wo sie die Rolle des
Kreises der gewohnten Geometrie {ibernimmt.

Is.a. http:/mo.mathematik.uni-stuttgart.de/inhalt/beispiel/beispiel 334/

25.a. http:/www.nanni-ingranaggi.com/application.php zu elliptischen
Getrieben

35.a. http://www.x-ray-optics.de/index.php

Abbildung 6: Die Brennpunkte der Ellipse Die Pflocke des
Girtners erweisen sich als Brennpunkte der Ellipse. Die Strah-
len von einem Brennpunkt werden in Strahlen auf den ande-
ren Brennpunkt reflektiert (Einfallwinkel gleich Ausfallwin-
kel). Aus der Sicht des einen Brennpunkts formen die Bilder
des anderen einen Kreis, dessen Radius gerade die Lidnge des
Seils ist, das der Gértner benutzt.

Abbildung 7: Die Brennpunkte der Hyperbel. Die Strahlen
aus einem Brennpunkt werden in Strahlen aus dem anderen
gespiegelt. Wie bei der Ellipse, formen die Spiegelbilder des
einen Brennpunkts einen Kreis um den anderen.

Kegelschnitte haben vorldufig zwei Brennpunkte. (Der
zweite Brennpunkt der Parabel ist der unendlich ferne
Punkt, aus dem die achsparallelen Strahlen kommen.) Fal-
len die beiden Brennpunkte in einem Punkt M zusam-
men, ergibt sich ein Kreis mit diesem Mittelpunkt. Aus der
Girtner-Regel wird der feste Radius, und Strahlen aus dem
Mittelpunkt werden wieder in den Mittelpunkt gespiegelt.
Der Kreis ist symmetrisch um jede Sehne durch den Mit-



Abbildung 8: Lote auf Sehnen durch einen Brennpunkt. An
die Schnittpunkte 77 und 7% einer Sehne durch den Brenn-
punkt /' werden die Tangenten gelegt. Diese reflektieren den
anderen Brennpunkt GG auf die Punkte G und G der Sehne.
Diese beiden Punkte liegen nicht nur gleich weit vom Pol P,
sondern auch gleich weit vom Brennpunkt F'. Deshalb liegt P
auf dem in F' errichteten Lot.

telpunkt. Deshalb konnen sich auch die Tangenten an die
Endpunkte nicht im Endlichen schneiden: Sie sind parallel
und stehen senkrecht auf dem Durchmesser. Die Direktrix
des Kreises ist das Unendliche, das wir als Gerade ansehen
konnen, schon weil es auf perspektiven Darstellungen als
Horizont erscheint.

Was bleibt davon, wenn die Brennpunkte nicht zusammen-
fallen? Statt der Durchmesser haben wir nun die Sehnen ge-
nerell im Blick. Zunichst gibt es zu jeder Geraden g zwei
Tangenten in deren Schnittpunkten mit dem Kegelschnitt.
Der Punkt, in dem sie sich schneiden, heit Pol P[g] der
Geraden. Der Pol eines Kreisdurchmessers liegt im unend-
lich Fernen. Die Pole P[s] aller Sehnen s durch einen fe-
sten Punkt @ liegen auf einer Linie, der Polare p[Q)] dieses
Punktes. Ist es ein Brennpunkt, dann ist seine Polare die Di-
rektrix.* Auch vom Senkrechtstehen der Tangenten auf den
Durchmessern bleibt etwas Wichtiges iibrig: Fiir alle Seh-
nen durch den Brennpunkt trifft das Lot, das aus dem
Pol auf die Sehne gefillt wird, den Brennpunkt. Der Pol
einer Sehne durch den Brennpunkt liegt auf der im Brenn-
punkt errichteten Hohe (Abb. 8).

Nun haben wir die drei elementaren Eigenschaften der
Brennpunkte, denen wir folgen wollen:

Erstens liegt der Pol einer Sehne durch den Brennpunkt auf
der im Brennpunkt errichteten Senkrechten.

Zweitens wird jeder Strahl aus einem Brennpunkt in dem
vom ihm getroffenen Punkt des Kegelschnitts an der Tan-
gente in eine Gerade durch den anderen Brennpunkt gespie-
gelt.

Drittens bilden die Spiegelbilder eines Brennpunktes einen
Kreis um den anderen. Das bewirkt die Summenregel des
Gdrtners.

Alle drei Eigenschaften der Brennpunkte erwarten die
Moglichkeit, Abstinde zu messen und zu vergleichen.

4Umgekehrt ist der Brennpunkt der Pol der Direktrix. Auch wenn die
Direktrix den Kegelschnitt nicht in reellen Punkten schneidet, kann man
zwei komplexe Schnitte und Tangenten berechnen. Die Tangenten sind
konjugiert komplex, deshalb ist ihr Schnitt wieder reell, eben der Brenn-
punkt.

Abbildung 9: Kegelschnitt aus fiinf Punkten. ABCDE sei-
en gegeben, ein sechster Punkt ' muss so liegen, dass sich
die Gegenseiten AB und DE, BC und EF, CD und F'A in
Punkten schneiden, die auf einer Linie (q) liegen. Der Schnitt
Q von AB mit DFE liegt fest. Wihlt man einen Punkt Q4
als Schnitt von C'D mit AF frei auf CD, so ist ¢ = QQa
bestimmt. Projiziert man Q4 aus @ auf BC, findet man Q.
Dieser Punkt muss der Schnittpunkt von von BC mit E'F sein.
Dann ist der Schnittpunkt von £Q g mit AQ 4 ein Punkt F’ des
Kegelschnitts.

Tatsidchlich kommt die Definition eines Kegelschnitts ohne
Abstandsvergleiche aus. Es ist der Satz von Pascal (die drei
Schnittpunkte der drei Gegenseitenpaare eines einbeschrie-
benen Sechsecks liegen auf einer Linie), der es ermoglicht,
einen Kegelschnitt mit dem Lineal allein punktweise zu
konstruieren, wenn nur fiinf seiner Punkte gegeben sind
(Abb. 9).

In diesem Satz kann man Punkte und Geraden vertauschen.
Dann entsteht der Satz von Brianchon: Die drei Verbindun-
gen der Gegenpunkte eine umschriebenen Sechsseits treffen
sich in einem Punkt.

2 Der Kegelschnitt im Hintergrund

Die gewohnte Geometrie benutzt Drehungen und Verschie-
bungen (des Lineals oder des Winkelmessers) und deren
Konstruktion mit Zirkel und Lineal, um Kongruenz fest-
zustellen und nachzuweisen. Der Zirkel erzeugt spezielle
Kegelschnitte (Kreise mit beliebigem Mittelpunkt und Ra-
dius). Tatsdchlich geniigt schon die Vorgabe eines einzigen
Kreises mit Mittelpunkt auf dem Zeichenblatt, um alle an-
deren Konstruktionen mit dem Lineal allein ausfiihren zu
konnen [6]. Unser Beispiel ist die Spiegelung eines Punktes
(Abb. 10). Wir sehen: Bereits in der gewohnten Geometrie
fiihrt ein Kegelschnitt im Hintergrund Regie. Wir werden
spéter darauf zuriickkommen. Zunichst erinnern wir uns
nur, dass Verschiebungen wie Drehungen aus zwei Spiege-
lungen zusammengesetzt werden konnen. Die Geometrie ist
bereits allein durch ihre Spiegelungen bestimmt [1].



Abbildung 10: Spiegelung ohne Zirkel. Der Punkt () wird an
der Geraden g durch AB gespiegelt. Dazu bedarf es nur ei-
nes Lineals, sofern auf der Zeichenebene ein Kreis mit Mittel-
punkt M vorliegt. Im ersten Schritt wird der Pol P, der Ge-
raden g als Schnittpunkt der beiden Polaren bestimmt (punk-
tierte Linien). Die Gerade Py M steht dann senkrecht auf AB,
und M halbiert den Durchmesser M Ms. Im zweiten Schritt
wird durch @ eine Parallele zu P,/ vermoge der harmo-
nischen Teilung konstruiert (gestrichelte Linien). Im dritten
Schritt projizieren wir den Durchmesser auf diese Parallele
(strichpunktierte Linien) und finden das Spiegelbild @

Jetzt wihlen wir einen reellen nicht entarteten Kegelschnitt
C, um auf ihn Spiegelung zu beziehen. Die Spiegelungen
sind bestimmt, wenn C auf sich selbst abgebildet werden
muss. Es folgt daraus unmittelbar, dass das Spiegelbild ei-
ner Tangente wieder eine Tangente ist (Abb. 11). Die Kon-
struktion hat nun Ahnlichkeit mit der gewohnten optischen
Spiegelung. Sie lduft auf ein Tangentenvierseit von C hin-
aus, dessen eine Diagonale der Spiegel ist. Die anderen Dia-
gonalen fallen mit ihren Spiegelbildern zusammen und sind
deshalb Lote auf dem Spiegel. Die Diagonalen eines Vier-
seits aus Tangenten an den absoluten Kegelschnitt sind
zueinander lotrecht. Lassen wir vier Ecken eines solchen
Vierseits in einen Punkt zusammenfallen, wird dieser zum
Pol der verbleibenden Diagonale: Alle Lote auf einer Gera-
den gehen durch ihren Pol am absoluten Kegelschnitt C.

Der Kegelschnitt C ist absolut, weil die Spiegelungen ihn
auf sich selbst abbilden. Man kann zeigen, dass er nun die
unendlich fernen Punkte darstellt. Natiirlich sollen Spie-
gelungen unendlich ferne Punkte auf ebensolche abbilden.
Jetzt wird der absolute Kegelschnitt C zum Bild des Unend-
lichen. Anders als auf den gewohnten perspektiven Darstel-
lungen, wo eine Gerade einen Schnittpunkt mit dem Hori-
zont hat, findet eine Gerade g nun zwei Punkte im Unend-
lichen, ndmlich die Schnittpunkte mit diesem Kegelschnitt.
Zu einem Punkt abseits der Geraden g gibt es genau zwei
Geraden, die g im Unendlichen treffen, und ein ganzes Kon-
tinuum von Geraden, die g erst jenseits des Unendlichen
treffen.> Wir konnen sie Parallelen nennen.

SDer Einfachheit und Anschaulichkeit halber wihlen wir immer einen

9

Abbildung 11: Spiegelung eines Punktes. In unserer ge-
wohnten Geometrie (links) wird das Bild einer Geraden durch
die Gleichheit der Winkel mit dem Spiegel bestimmt. Diese
Gleichheit soll jetzt aber erst durch die Spiegelung bestimmt
werden. Wir konnen uns nur auf die Tangenten an den ab-
soluten Kegelschnitt und deren Bilder berufen (rechts). Vom
Aufpunkt () werden zwei Geraden gezogen, die am Spiegel
in zwei Bildlinien gespiegelt werden. Die Geraden werden als
Tangenten gewihlt. Die Schnittpunkte mit dem Spiegel blei-
ben am Platz. Die Bildlinien sind die jeweils anderen Tangen-
ten durch diese Schnittpunkte und treffen sich im Bildpunkt é
von Q. Die 4 Geraden/Tangenten bilden jeweils ein Drachen-
viereck.

Die neue Spiegelungsvorschrift kann nur widerspruchs-
frei sein, wenn sich die Spiegel (Mittelsenkrechten) dreier
Punkte ABC' in einem Punkt M treffen. Das Argument ist
schon aus der gewohnten Geometrie bekannt: Liegt M auf
dem Spiegel von AB, soll M von den Punkten A und B
den gleichen Abstand haben. Liegt M auf dem Spiegel von
BC, soll M von den Punkten B und C' den gleichen Ab-
stand haben. Ldge M nun nicht auf dem Spiegel von AC,
zeigte unsere schone Spiegelung einen Widerspruch.

Wir unterbrechen hier zum Luftholen. In der zweiten Hélfte
zeigen wir

1. Esist der Satz von Brianchon, der die Widerspruchsfrei-
heit der Spiegelung sichert.

2. Ein Kegelschnitt hat 6 Brennpunkte (3 Brennpunktpaa-
re, von denen entweder eins oder alle drei reell sind).

3. Die Brennpunkte entstehen als Beziehung zwischen
zwei Kegelschnitten.

4. Die Brennpunkte haben fiir jedes Kegelschnittpaar —
also auch jenseits der euklidischen Geometrie — die drei
Grundeigenschaften, die im ersten Abschnitt beschrieben
worden sind.

5. Die euklidische Geometrie ist ein Spezialfall, in dem
zwei der drei Brennpunktpaare imaginir sind und nur eins
in der Zeichenebene sichtbar sein kann.

reellen und nicht entarteten Kegelschnitt. Die generellen Aussagen bleiben
aber bestehen, wenn man imaginére Elemente zulésst. Nur lassen sich die-
se nicht mehr so einfach auf dem Zeichenblatt darstellen. Hier schldgt dann
die grof3e Stunde der algebraischen Darstellung in projektiven Koordinaten

[5].
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3 Die projektive Spiegelung

Wir haben im ersten Teil die Spiegelung mit Hilfe eines ab-
soluten Kegelschnitts erklirt, der das Unendliche darstel-
len soll und der bei Spiegelungen auf sich selbst abgebildet
werden muss.

Fiir diese nichteuklidische Spiegelung ist es der Satz von
Brianchon, der die Widerspruchsfreiheit sichert (Abb. 12).
Die Diagonalen eines dem Kegelschnitt umschriebenen
Sechsseits schneiden sich in einem Punkt.®

Abbildung 12: Satz von Brianchon. I. Die Diagonalen eines
dem Kegelschnitt umschriebenen Sechsseits treffen sich in ei-
nem Punkt.

Wir zeigen in Abbildung 13, wie der Satz von Brianchon
zu unserem Mittelsenkrechtenschnittpunkt fiihrt.” Wir kon-
zentrieren uns nun auf die drei schattierten Vierseite. Jedes
enthilt zwei Punkte des Dreiecks und eine der Diagonalen
des Sechsecks. Diese Situation ist mit derjenigen der ge-
wohnten Spiegelung verwandt (Abb. 11). Wir miissen nur
die Regel der gleichen Winkel durch die Regel des Tangen-
tentauschs ersetzen. Mit dieser Regel werden die Diagona-
len des Sechsseits in Abb. 13 zu Spiegeln, die die Punkte
des Dreiecks ABC ineinander abbilden, d.h. die Diagona-
len sind die neuen Mittelsenkrechten der Dreiecksseiten.

Es ist dies nicht der Platz, explizit und axiomatisch herzulei-
ten, wie der absolute Kegelschnitt die sich ergebende Geo-
metrie bestimmt. (Die von Lobatschewski, Gaufl und Bolyai
gefundene Geometrie entspricht den inneren Punkten des
absoluten Kegelschnitts.) Der aufmerksame Leser hat oh-
nehin bemerkt, dass wir nur Spiegelbilder von Punkten au-
Berhalb des absoluten Kegelschnitts konstruiert haben. Fiir
einen inneren Punkt wird es verwickelter: Wir helfen uns
mit zwei Geraden, die durch solch einen Punkt gehen, und
mit je zwei dulleren Punkten die wir fiir beide Geraden fin-
den konnen.

SDer Satz von Brianchon ist dual zum Satz von Pascal, der feststellt,
dass die Schnittpunkte gegeniiberliegender Seiten eines einbeschriebe-
nen Sechsecks Kkollinear sind, d.h. dass sie auf einer Geraden liegen. Die
beiden Sitze sind zwei Seiten einer Medaille [5], das ist aber hier nicht
unser Thema.

"Der aufmerksame Leser wird bemerken, dass man verschiedene
Sechsseite withlen kann. Der Satz von Brianchon liefert fiir alle diese Fille
entsprechende Schnittpunkte.

Abbildung 13: Satz von Brianchon. II. Gegeben ist ein Drei-
eck ABC' und der absolute Kegelschnitt C. Zuerst ziehen wir
die drei Tangentenpaare an den Kegelschnitt (gestrichelte Li-
nien). Danach wihlen wir auf diesen Tangenten ein Sechs-
seit (dicke Linien). Wir benennen sechs aufeinander folgende
Punkte D1, ..., D und ziehen die Diagonalen D1 Dy, D2 Ds
und D3 Dsg (volle Linien). Sie schneiden sich nach dem Satz
von Brianchon in einem Punkt, M. Die Diagonalen sind
die Mittelsenkrechten der Dreieckseiten, sofern der absolute
Kegelschnitt C die Spiegelungen bestimmt.

Die Spiegelung bestimmt, was orthogonal, senkrecht ist.
Zwei Geraden stehen senkrecht aufeinander, wenn die Spie-
gelung an der einen die andere auf sich selbt abbildet. Die
Verbindung eines Punktes mit seinem Spiegelbild nennen
wir senkrecht auf dem Spiegel. In Abbildung 13 stehen
die Seiten des Dreiecks auf den Diagonalen des Sechsseits
senkrecht, die sich dann im Punkt M schneiden. In einem
Vierseit aus Tangenten an den absoluten Kegelschnitt
stehen die Diagonalen aufeinander senkrecht.?

Die drei Punkte ABC' konnen auch auf einer Linie liegen.
Tatsédchlich schneiden sich dann alle Lote einer Geraden g
in einem Punkt. Dieser Punkt muss der Pol P[g] der Gera-
den g am absoluten Kegelschnitt sein. Spiegeln wir an einer
Lotrechten, wird die Gerade auf sich selbst abgebildet. Ihre
Schnittpunkte mit dem absoluten Kegelschnitt tauschen die
Plitze, die Tangenten dort tauschen die Plitze, also muss
die Lotrechte durch ihren Schnittpunkt P gehen. Der Pol ei-
ner jeden solchen Lotrechten muss seinerseits auf der Aus-
gangsgeraden liegen, die wir also mit Fug und Recht Polare
des Punktes P nennen.’

Wir haben diese Polaritit zwischen Punkten und Geraden
auf dem Weg zur Definition von Spiegelungen gefunden,
und sie ist das einfachere Konzept. Sie ist das Werkzeug,

8 Auf den Orts-Zeit-Diagrammen der speziellen Relativititstheorie [2]
erscheint dies als Vierseit aus Lichtsignalspuren (Lichteck).

“Insbesondere lisst eine Geradenspiegelung nicht nur alle Punkte des
Spiegels, sondern auch seinen Pol am absoluten Kegelschnitt fest. Jede
Geradenspiegelung ist auch eine Punktspiegelung. Im Euklidischen fillt
das nicht auf, weil stets einer der Partner (bei Geradenspiegelungen der
Pol, bei Punktspiegelungen die Polare) im Unendlichen liegt.



Abbildung 14: Ein Kegelschnittpaar mit vier reellen Tangen-
ten. L. Die strichpunktierten Linien sind die gemeinsamen Tan-
genten. Die volle Linie ist eine Sehne g durch einen Brenn-
punkte F'. Die beiden Pole (Px und Pc) von g liegen mit F
auf einer Linie. Soll einer der Kegelschnitte, sagen wir C, die
Spiegelungen definieren, dann sind die Linien durch P¢ senk-
recht auf g, also auch die Gerade [Pk, Pc, F].

mit dem wir die Spiegelungen bestimmen. Wenn wir einen
Kegelschnitt als absolut auszeichnen, um mit seiner Hilfe
Spiegelungen zu konstruieren, dann bestimmt die Polaritét
an diesem Kegelschnitt die sich ergebenden geometrischen
Beziehungen.'”

4 Brennpunkte

Wenn wir die Brennpunkte eines Kegelschnitts & suchen,
bendtigen wir einen zweiten (C), der Abstidnde, Winkel und
Senkrechtstehen bestimmt, auf den sich Abstinde, Win-
kel und Senkrechtstehen beziehen. Ist ein solcher absoluter
Kegelschnitt C bestimmt, dann schneiden sich die Lote ei-
ner Geraden g in deren auf C bezogenen Pol P¢[g]. Dieser
Pol ist also der Fernpunkt der Senkrechten auf g. Als erste
Eigenschaft eines Brennpunkts hatten wir festgelegt, dass
das aus dem Pol Pi[s] auf eine Sehne s durch den Brenn-
punkt gefillte Lot den Brennpunkt selbst trifft. Das heif3t
nun, dass ein Brennpunkt von K mit den zwei Polen Pe[g]
und Px[g] auf einer Linie liegen muss.

Diese Aussage macht zwischen beiden Kegelschnitten kei-
nen Unterschied. Es ist unerheblich, auf welchen der beiden
Kegelschnitte wir uns beziehen wollen. Brennpunkte sind

10Der Pol einer Geraden g, die den Kegelschnitt /C schneidet, ist ein-
fach zu finden, weil Schnittpunkte und Tangenten reell sind. Ebenso finden
wir einfach die Polare eines Punktes aulerhalb des Kegelschnitts. Schnei-
det die Gerade den Kegelschnitt nicht, oder liegt der Punkt innerhalb des
Kegelschnitts, dann sind Schnittpunkte und Tangenten nicht mehr reell.
Allerdings sind sie konjugiert komplex und haben wieder reelle Verbin-
dungen bzw. Schnitte. Zur Konstruktion benutzt man, dass der Pol einer
Verbindung zweier Punkte Q1 und Q2 der Schnittpunkt der beiden Pola-
ren p[Q1] und p[Q2] ist.

Abbildung 15: Ein Kegelschnittpaar mit vier reellen Tangen-
ten. II. Ziehen wir irgendeine Tangente ¢ an einen der Kegel-
schnitte (') und konstruieren die Spiegelung eines Brenn-
punkts F5 an dieser Tangente, wobei wir den anderen Kegel-
schnitt (C) als absolut benutzen. Das Spiegelbild ﬁQ, der
Beriihrpunkt der Tangente und der gegeniiberliegende Brenn-
punkt F} liegen auf einer Linie. Deshalb wird der Strahl von
F> zum Beriihrpunkt in diesen gegeniiberliegenden Brenn-
punkt F gespiegelt. Die Spiegelung — wenn sie fiir alle Tan-
genten des Kegelschnitts /C konstruiert wird — erzeugt eine
Kurve von Bildpunkten (gestrichelte Linie). Die Kurve geht
durch die Beriihrpunkte der Tangenten in F; an C und muss
auch diese Tangenten beriihren. Also ist sie ein Kreis zu C um
F1. Das ist die Gartner-Regel fiir diesen allgemeinen Fall.

Eigenschaften von Kegelschnittpaaren, nicht eines einzel-
nen Kegelschnitts.

Sehen wir uns nun eine Sehne durch den Brennpunkt an, die
Tangente an den Kegelschnitt ist.!! Der Pol einer Tangente
ist aber der Beriihrpunkt. Nun muss auch der Pol beziiglich
des anderen auf dieser Tangente liegen: Auch der andere
Kegelschnitt wird von ihr beriihrt. Brennpunkte miissen auf
gemeinsamen Tangenten liegen. Sie sind die Schnittpunkte
der gemeinsamen Tangenten.

Zwei Kegelschnitte haben vier gemeinsame Tangenten
(nicht unbedingt reelle), und die Brennpunkte sind die
sechs Ecken des von diesen Tangenten gebildeten Vier-
seits.

Den Fall vierer reeller Tangenten zeigt Abbildung 14. Das
Vierseit der gemeinsamen Tangenten hat sechs Ecken, die
alle sechs Brennpunkte sind. Zieht man durch einen dieser
Brennpunkte eine Gerade g, dann liegt der Brennpunkt mit
den beiden Polen P¢[g] und Px[g] dieser Geraden auf einer
Linie.

Merkwiirdigerweise finden wir auch die zweite Eigen-
schaft. Wenn einer der beiden Kegelschnitte die Spiege-
lungen definiert, wird jede Gerade durch jeden Brennpunkt
an den Tangenten des anderen Kegelschnitts in eine Ge-

n der gewohnten Geometrie sind diese Sehnen konjugiert komplex,
also unsichtbar.



rade durch den gegeniiberliegenden Brennpunkt gespiegelt
(Abb. 15).

5 Kreise

Tatsdchlich erhalten wir auch die Girtner-Regel. Wir
miissen uns jedoch vorher ansehen, woran wir nun einen
Kreis erkennen konnen. Wie in der gewohnten Geometrie
sollte ein Kreis entstehen, wenn zwei gegeniiberliegende
Brennpunkte in einem Punkt M zusammenfallen. Dann
sind die vier Tangenten zwei Doppelgeraden durch M, und
ein weiteres Brennpunktpaar riickt in diesen nun vierfachen
Punkt. Die beiden iibrigbleibenden Brennpunkte werden
zu den Beriihrpunkten der beiden Doppeltangenten. Abbil-
dung 16 zeigt den reellen Fall.

Sehen wir uns also zwei Kegelschnitte an, die sich in zwei
Punkten beriihren. Der Schnitt M der gemeinsamen Tan-
genten wird der Mittelpunkt des Paars. Ziehen wir eine Ge-
rade durch M und betrachten wir sie als Spiegel. Welchen
der beiden Kegelschnitte wir auch als absoluten benutzen,
die Doppeltangenten miissen ineinander gespiegelt werden
und Doppeltangenten bleiben. Da die Punkte auf dem Spie-
gel an ihrem Platz bleiben, verdndern sich die Kegelschnitte
nicht. Jeder Kegelschnitt ist — bezogen auf den anderen —
symmetrisch an den Geraden durch den Mittelpunkt. Zwei
Kegelschnitte sind Kreise zueinander, wenn sie sich in
zwei Punkten beriihren. Thr Mittelpunkt ist der Schnitt-
punkt der Tangenten in diesen Punkten. Kreis zu sein
wird eine symmetrische Relation. Die Schar der Kegel-
schnitte mit den zwei Doppeltangenten ist eine Schar kon-
zentrischer Kreise. Alle Kegelschnitte der Schar sind Kreise
zueinander mit dem Mittelpunkt M.

Wenden wir uns schlieflich der Spiegelung eines Brenn-
punktes an den Tangenten des einen Kegelschnitts zu, wenn
der andere die Spiegelungen definiert. Wir erhalten einen
Kreis um den gegeniiberliegenden Brennpunkt. Das kom-
plettiert die Erwartungen an die Eigenschaften der Brenn-
punkte (Abb. 15).

6 Ausblick

Brennpunkte sind fiir Kegelschnittpaare bestimmt. Es sind
sechs, aber sie sind nicht notwendig alle reell oder alle ver-
schieden, und es sind die Ecken des Vierseits der gemeinsa-
men Tangenten. Konfokale Kegelschnitte bilden eine Schar
mit vier festen Tangenten (Abb. 17). Eine solche Schar hat
die folgenden Eigenschaften:

1. Ziehen wir eine beliebige Gerade g durch einen beliebi-
gen Brennpunkt F', so liegen die Pole zu den Kegelschnitten
der Schar auf einer Geraden h.

2. Diese Linie h steht senkrecht auf der Geraden g, un-
abhingig davon, welcher der Kegelschnitte der absolute
sein soll, der die Spiegelung bestimmt.

3. Die Spiegelbilder eines Brennpunkts in den Tangenten
eines jeden der Kegelschnitte liegen auf einer Linie mit
dem jeweiligen Beriihrpunkt und dem gegeniiberliegenden
Brennpunkt, unabhingig davon, welcher der Kegelschnitte
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Abbildung 16: Eine Schar konzentrischer Kreise. Die Schen-
kel FM,GM des Dreiecks M FG sind doppelte Tangen-
ten. Der Punkt M ist das zusammenfallende Quadrupel der
Brennpunkte. Jede Gerade M D durch den Mittelpunkt ist ein
Durchmesser fiir alle Kegelschnitte der Schar. Die Pole eines
Durchmessers fallen alle auf F'G zusammen (in P), und die
Linie M P ist lotrecht zu M D. Die Pole zu M P fallen alle in
D. Der Durchmesser M D ist lotrecht zu M P, unabhéngig
davon, welcher der Kegelschnitte der Schar zum absoluten
Kegelschnitt erkldrt wird. F'G teilt D P harmonisch.

der absolute sein soll, der die Spiegelung bestimmt.

4. Die Spiegelbilder eines Brennpunkts in einem beliebi-
gen Kegelschnitt der Schar formen einen Kreis um den ge-
geniiberliegenden Brennpunkt, unabhéngig davon, welcher
der Kegelschnitte der absolute sein soll, der Spiegelung be-
stimmt und Kreise entscheidet.

Wieso kommen wir in der gewohnten Geometrie ohne zwei-
ten Kegelschnitt aus? Wir haben einen Stellvertreter, den
Zirkel. Auch in der gewohnten Geometrie gibt es einen ab-
soluten Kegelschnitt. Er wird durch den Zirkel vertreten,
mit dem wir Spiegelungen einfach konstruieren. Der abso-
lute Kegelschnitt selbst ist unsichtbar, entartet. Er besteht
aus einer Doppelgeraden im Unendlichen (dem Horizont
der perspektiven Darstellungen) mit zwei imaginiren (kon-
jugiert komplexen) absoluten Brennpunkten, in denen sich
die Kreise jeder konzentrischen Schar beriihren. Von den
drei Brennpunktpaaren eines Kegelschnitts ist dann auch
noch ein zweites komplex, nur eines ist reell: Es ist das be-
kannte.

In der pseudoeuklidischen Geometrie der speziellen Re-
lativititstheorie [3] ist der absolute Kegelschnitt immer
noch die Doppelgerade im Unendlichen, aber die absoluten
Brennpunkte sind reell. Es sind die Fernpunkte der Weltlini-
en der Lichtsignale. Ein Kegelschnitt hat nun dariiber hin-
aus noch zwei Brennpunktpaare, die entweder beide reell
oder beide komplex sind. Im letzteren Fall hat der Kegel-
schnitt {iberhaupt keinen im Endlichen sichtbaren Brenn-
punkt.
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Abbildung 17: Eine Schar konfokaler Kegelschnitte mit reel-
len gemeinsamen Tangenten. Die Doppellinien sind die drei
Diagonalen des Tangentenvierseits und zeigen die entarteten
Kegelschnitte der Schar. Das Diagonaldreiseit ist zu sich selbst
polar: Der Pol einer Seite ist die gegeniiberliegende Ecke, un-
abhingig davon, wessen Kegelschnitts Polaritét benutzt wird.
Das Diagonaldreiseit ist auch selbstdual: Betrachtet man das
Viereck der Schnittpunkte zweier Kegelschnitte, fallen dessen
drei Diagonalpunkte mit den Ecken des Diagonaldreiseits zu-
sammen.

Wenn wir einen reellen nicht entarteten absoluten Kegel-
schnitt wihlen, wird sein Inneres zur beriihmten, von
Lobatschewski, Bolyai und Gaul gefundenen nicht-
euklidischen Geometrie. Felix Klein benutzte einen ge-
wohnten Kreis dhnlich zu dem, den Maurits Escher in sei-
nen Graphiken verewigt hat. In dieser Geometrie gibt es
kein Rechteck: Die Winkelsumme in einem Viereck ist im-
mer kleiner als der Vollwinkel. Die nichteuklidische Ebene
ist (negativ) gekriimmt. Ellipsen in Inneren haben zwei re-
elle Brennpunkte.

Die AuBenregion des absoluten Kegelschnitts stellt eine
Orts-Zeit-Karte der deSitter-Welt dar, die eine besonde-
re Rolle in der Kosmologie spielt [4]. Diese hat eben-
falls Kriimmung, enthélt aber auch Linien der Lange Null,
nimlich die Tangenten an den absoluten Kegelschnitt. Das
sind wieder die Weltlinien der Lichtsignale, die wir aus der
speziellen Relativititstheorie kennen.

Zuriickgehend auf das von Felix Klein vorgelegte Erlan-
ger Programm bestimmt der absolute Kegelschnitt die Ein-
bettung der metrischen Geometrie in die projektive Ebe-
ne und offenbart, dass die grundlegenden Begriffe Kreis
oder Brennpunkt relative Eigenschaften zwischen Kegel-
schnitten sind.
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