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Ein einfach nachzubauendes Getriebe mit histo-
rischem Hintergrund verwirklicht die Fihrung auf
geoddtischen Linien und den geoddtischen Parallel-
transport auf gekriimmten Fldichen.

1. Die Aufgabe

Stellen wir uns vor, wir befinden uns auf einer
Ebene und sehen in der Ferne unser Ziel. Nichts hin-
dert uns daran, es auf kiirzestem Wege anzusteuern.
Wir bewegen uns einfach in der Richtung, in der es
zu sehen ist. Der Lichtstrahl ist die beste Ndherung
einer idealen kiirzesten Linie, die wir uns vorstellen
konnen.

Nun entwickelt sich aber Nebel, das Ziel ver-
schwindet vor unseren Augen. Was ist zu tun? Wir
halten an und merken uns die Richtung, in die
wir eben noch gegangen sind. Wie weiter? Ohne
Hilfsmittel werden wir im Kreise gehen, weil unse-
re Schrittlangen rechts und links verschieden sind. Je
symmetrischer wir gehen, desto groler wird der Kreis
sein, aber nobody is perfect. Der Kompafl kann hel-
fen: Er zeigt uns im Idealfall die Richtung zu einem
weit entfernten Magnetpol. Wir stellen den Winkel
der eben noch benutzten Richtung zur Nadel fest und
gehen nun weiter, immer darauf achtend, daf§ diese
Abweichung sich nicht verdndert, und finden unser
Ziel.

Was aber, wenn die Entfernung zum Magnetpol
nicht so sehr grof} ist? Es konnte ja sein, daff auf
Grund einer magnetischen Anomalie der Punkt, zu
dem die Magnetnadel zeigt, ganz in der Nihe ist, oder
daf} das Ziel auf der anderen Seite der Erdkugel liegt.
Dann erreichen wir unser Ziel nicht. Die Kurve fester
Abweichung von der Richtung zu einem Pol ist keine
Gerade und keine kiirzeste Linie. Auf der Ebene ist
sie eine logarithmische Spirale — im Ausnahmefall
ein Kreis um den Pol oder eine Gerade durch den Pol
— und auf der Kugel eine Loxodrome (Abb. 1) — im
Ausnahmefall ein Breitenkreis oder ein Meridian.

Wie finden wir die kiirzeste Linie, wenn die Ma-
gnetnadel versagt und das Ziel nicht sichtbar ist? Wir

konnen versuchen, eine symmetrische Schrittlinge
technisch zu erreichen. Denken wir daran, daff man
zwei Rider gleichen Umfangs nicht starr auf eine
Achse montieren darf, wenn man ohne Rutschen ei-
ne Kurve fahren will. Solche Riider verwirklichen ge-
rade gleiche Schrittlinge rechts und links, die wir
ohne Hilsmittel oder Steuerung durch die Sichtlinie
sonst nicht einhalten koénnen. Zwei Rader gleichen
Umfangs, die fest auf eine Achse montiert sind, rollen
immer geradeaus (Abb. 2). Wenn man mit einem Wa-
gen Kurven fahren muf}, ist das sogar hinderlich. Im
Kraftfahrzeug mufl deshalb der Antrieb iiber ein Dif-
ferentialgetriebe verteilt werden. Im klassischen Ei-
senbahnwaggon werden die Laufflichen konisch ge-
arbeitet: Bei Kurvenfahrt verschiebt dann die Zen-
trifugalkraft den Wagen so, dafl das Auflenrad iiber
einen groferen und das Innenrad iiber einen kleineren
Umfang abrollt. Hier sind wir aber gerade froh iiber
die sonst hinderliche Starre fest montierter Rader. In
unserem Falle liefern sie die gesuchte Losung des Pro-
blems der bestédndigen Geradeausfahrt.

Taucht ein Hindernis auf, miissen wir ausweichen.
Das kann eine Achse mit fest montierten Ridern
nicht, ohne die eingeschlagene Richtung zu verlieren.
Also lassen wir die Rider doch beweglich, messen
aber ihre Wege und rechnen die Differenz auf die Dre-
hung der Achse um, damit diese spéter wieder richtig
zuriickgestellt werden kann. Wir 16sen diese Aufgabe
mit einem Differentialgetriebe. Ein solches Differen-
tialgetriebe arbeitet als mechanischer Analogrechner
fiir unsere Aufgabe. Zunichst aber wollen wir die Le-
gende zu Wort kommen lassen.

In mythischen Zeiten, vor mehr als 5000 Jahren,
hatte der erste chinesische Kaiser Huang-Di [4] einen
Kampf mit dem Halbgott Chi-You zu bestehen, der
die Armee des Kaisers mit Nebel einhiillte und ihr
so jede Sicht nahm. Zu dieser Zeit gab es noch keine
Magnetnadel, aber der Kaiser erfand einen Kompaf}-
wagen, der die Figur eines Heiligen trug, der dank
einer sinnreichen Mechanik immer in eine feste Rich-
tung wies, an der sich der Kaiser orientieren und die
Armee durch den Nebel und zum Sieg fithren konn-
te. Soweit die Legende. Vor inzwischen mehr als 1000
Jahren versuchte nun ein chinesischer Ingenieur, die
mogliche Existenz einer solchen Konstruktion zu zei-
gen, indem er selbst eine entwarf, etwa wie Thor Hey-
erdahl die Moglichkeit von kulturellen Verbindungen
iiber die Ozeane gezeigt hat, indem er die vermuteten
Wege selbst bewiltigte. Auch von dieser Konstruk-
tion ist nichts geblieben auler dem Namen (Zhi nan
che, nach Siiden weisender Wagen), einer Beschrei-
bung und der Abbildung einer Jadefigur ihres Zeigers



Abbildung 1: Eine Loxodrome

Die Loxodromen sind Kurven fester Neigung gegen ei-
ne vorgegebene Linienkongruenz, in unserer Abbildung
gegen die Meridiane einer Kugel. Sie kann durch die
Magnetnadel gesteuert werden. In unserer Abbildung
hat die Loxodrome eine feste Abweichung vom Meri-
dian von ungefihr § = 0.357 und n&hert sich dem Pol
wie eine logarithmische Spirale, ohne ihn je zu erreichen
(die logarithmischen Spiralen sind die Loxodromen der
Ebene). In Kugelkoordinaten (geographische Linge A,
geographische Breite ¢) ist die Gleichung der Loxodro-
men cos ¢ dA = tand d¢. Fiir § = /2 ergeben sich die
Breitenkreise.

(Abb. 3, [1]). Inzwischen gibt es neue und verbesser-
te Modelle. Eins davon steht vor dem Museum fiir
Wissenschaft und Technik in Taipeh (Abb. 4). Dieses
Modell wollen wir genauer studieren (Abb. 5).

Die beiden Laufrédder A sind beweglich auf einer
Achse montiert (die nicht gezeichnet ist) und trei-
ben iiber die mit ihnen fest verbundenen Rider B
die horizontalen Réder C, die ihrerseits die beiden
wieder beweglich auf der vertikalen Achse montier-
ten Scheiben D treiben. Drehen sich die Rider A
gleich schnell und in gleichem Sinne, drehen sich die
Scheiben D gerade entgegengesetzt gleich schnell. Die
Rider E auf der Lauferachse drehen sich dann an ih-
rem Platz, d.h. ihre momentane Drehachse fillt im-
mer mit der Liuferachse zusammen, die Liuferachse
bewegt sich (relativ zum Gestell) nicht, die von ihr
gefiihrte vertikale Achse mit der Fahne steht. Drehen

Abbildung 2: Kurvenfahrt einer Achse.

Ziehen wir eine Achse von A nach B auf einer Gera-
den, sind die beiden Wege A1 B; und A>B> gleich lang.
Auf einer gekriimmten Kurve (hier einem Kreisbogen)
ist der Weg des dufleren Rades linger als der des Innen-
rades, AsBs = %0143 > %OA4 = A4By.

sich die Laufrider A verschieden schnell, iibertrigt
sich dieser Unterschied auch auf die Scheiben D. Nun
kann die Liuferachse nicht mehr fest im Gestell blei-
ben, sie dreht sich mit der halben Summe der Dreh-
geschwindigkeiten der beiden Scheiben, d.h. mit der
halben Differenz der Drehgeschwindigkeiten der bei-
den Laufriider A. Es ist eine Frage der Ubersetzung,
ob die Drehung der Fahne zum Gestell die Drehung
des Gestells auf der Ebene kompensiert. Ist der Ra-
dius der Laufridder gleich ihrem Abstand und sind
die Rider des Getriebes alle gleich groff (die Grofie
der Réder E auf der Liuferachse ist unerheblich), ist
die Kompensation perfekt. Die Drehung der Fahne
zum Wagen zeigt die Differenz der Wege der beiden
Laufréider A an. Diese Differenz wiederum bedeutet
eine Drehung des Wagens in entgegengesetzter Rich-
tung. Ziehen wir den Wagen in der Ebene auf einem
beliebigen Weg, bleibt die Richtung der Fahne zur
Ebene fest (Abb. 6).

2. Flichen mit Kriimmung und Torsion

Das Erstaunliche ist, der Kompaflwagen tut sei-
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Abbildung 3: Die Beschreibung des Kompaflwagens

In dieser historischen Beschreibung des Modells wird
ein Planetengetriebe vorgeschlagen, das aber wesentlich
ungenauer als ein Differentialgetriebe arbeitet. Das hier
gezeigte Blatt wird u.a. in J.Needham [1] reproduziert.

nen Dienst auch auf jeder gekriimmten Fliche, wenn
nur die Kriimungsradien der Fliche grofl genug ge-
gen den Radabstand sind. Ziehen wir auf einer ge-
kriimmten Flache den Wagen immer in Richtung der
Fahne (die wir am Anfang wihlen koénnen), bewegen
wir uns auf einer Geoditen, d.h. auf einer kiirzesten
Linie. Wir wollen zunichst sehen, warum das so ist.
Wenn wir zu einer Kurve zwei Nachbarlinien in fe-
stem Abstand ziehen, so wie es die Rider auf einer
Achse tun, dann wird im allgemeinen die Linie auf
der einen Seite kiirzer, die auf der anderen linger sein
als die Bezugskurve (Abb. 2). Die Unterschiede wer-
den um so grofler sein, je weiter der Radstand ist.
Wir konnen dann den Wagen auf die kiirzere Nach-

Abbildung 4: Ein Modell des Kompafiwagens.

Dieses Modell eines Kompaflwagens steht vor dem Na-
tionalmuseum in Taipeh. Yinan Chin [3] hat mir dieses
Foto zukommen lassen.

barlinie lenken. Der Lenkweg muf} zwar addiert wer-
den, ist aber bei geniigend engem Radstand immer
zu klein, um den Effekt etwa zu kompensieren. Die
Bezugslinie ist in diesem Falle keine Geodite. Unser
Beispiel sei ein Breitenkreis auf einer Kugel. Ist der
Breitenkreis nicht der Aquator, dann sind benachbar-
te Breitenkreise linger oder kiirzer, je nachdem ob sie
dquator- oder polseitig liegen und die Differenz ist
proportional zum Abstand. Der Breitenkreis ist al-
so keine Geodéte. Zwei Orte gleicher geographischer
Breite haben immer eine kiirzere Verbnindung als
den Breitenkreis selbst. Anders ist es nur beim Aqua-
tor (stellvertretend fiir jeden anderen Grofikreis). Die
Breitenkreise auf beiden Seiten des Aquators sind nun
kiirzer als der Aquator selbst, der Unterschied fillt
aber deshalb schneller als der Abstand, und zwar
mit dem Quadrat des Abstands. Die benachbarten
Breitenkreise bieten folglich keine kiirzere Alterna-



Abbildung 5: Subtraktionsgetriebe.

Gezeigt ist das Getriebe des Modells. Eine Drehung des
Wagens bewirkt ungleiche Drehgeschwindigkeiten der
beiden Rider A. Diese Drehgeschwindigkeiten werden
auf die beiden um die senkrechte Achse frei bewegli-
chen Hilfsrader D iibertragen, die zusammen mit dem
Laufer E das eigentliche Differential bilden. Auf einer
gekriimmten Fléche hilt die Fahne die Richtung bei je-
dem Schritt.

tive, weil die Einsparung nun keine Kompensation
fir den — wie oben — zusétzlich benttigen Lenk-
weg bietet. Der Aquator ist eine Geodite. Generell
liegt zwischen zwei eng benachbarten Kurven festen
Abstands und gleicher Linge ein Geodite. Zwei fest
montierte Rider gleicher Grofle oder die Laufrider
des durch die Fahne gefiihrten Kompafiwagens fahren
solche Kurven ab, fithren also den Wagen auf einer
Geoditen. Die Aufgabe, in gegebener Richtung auf
einer gekriimmten Fliche die Geodéte zu finden, oh-
ne etwa das Ziel zu kennen und durch einen gespann-
ten Faden oder durch einen Lichtstrahl anpeilen zu
konnen, wird durch den Kompafiwagen gelost.

Wir formulieren dieses Ergebnis nun wieder als
Aussage iiber das Festhalten der Richtung. Der Kom-
palwagen transportiert die Fahne und ihre Richtung
so, daf} sie gerade auf einer Geoditen parallel bleibt.
Hier ist ein Halt! geboten. Stellen wir uns vor, wir
befinden uns auf einer Kugel im Raum und ziehen
den Kompafiwagen iiber die Oberfliche. Nach dreidi-

Abbildung 6: Die Bewegung des Kompafiwagens.

Ohne Riicksicht auf den Weg, entlang dessen der Wagen
gezogen wird, hilt das Getriebe innen die Richtung fest,
in die die Figur auflen zeigt.

mensionaler Bewertung kann die Richtung der Fahne
dann {iberhaupt nicht parallel bleiben. Wenn wir sa-
gen, der Wagen transportiere die Richtung der Fah-
ne parallel — ohne ihre Richtung auf der Fliche zu
dndern, dann haben wir nichts weiter getan, als den
Paralleltransport zu definieren. Es bleibt also zu un-
tersuchen, wie man allgemein zu solch einer Definiti-
on kommt,.

Verschieben wir eine Richtung, ohne diese zu
indern, nennen wir das Paralleltransport. Das ist
leicht und wie selbstverstindlich gesagt, aber wir ha-
ben schon gesehen, dafl das Festhalten einer Richtung
durchaus nicht eindeutig ist. Auf einer — im Raum
eingebetteten — gekriimmten Fliache kann man einen
Tangentialvektor verschieben, wie man will, im allge-
meinen kann er — aus Sicht des dreidimensionalen
Raumes — iiberhaupt nicht parallel bleiben. Folg-
lich bleibt das, was wir auf einer gekriimmten Fléche
parallel nennen wollen, einer besonderen Festlegung
iiberlassen, an die wir zwar Wiinsche formulieren
konnen, die aber ansonsten frei konstruiert werden
kann. So bleibt es uns iiberlassen zu sagen, daf} zwei
Tangentialvektoren parallel sein sollen, wenn sie die
gleiche Abweichung von der Magnetnadel (der Rich-
tung zu einem festen Punkt der Fliche haben) haben.



Eine solche Vorschrift ist vom Wege der Verschie-
bung unabhingig. Kehren wir nach einer Reise, auf
der wir eine Richtung immer parallel verschoben ha-
ben, zum Ausgangspunkt zuriick, fillt sie wieder mit
der Ausgangsrichtung zusammen. Wir wissen bereits,
daf} diese Vorschrift einen grofien Nachteil hat: Die
Richtungen einer Geoddten wiren dann an verschie-
denen Punkten nicht zu sich selbst parallel. Wenn
wir — nach dieser Vorschrift — den an einem be-
stimmten Punkt festgestellten Richtungsvektor einer
Geoditen lings der Geoditen parallel verschieben,
fallt er so gut wie nie mit dem momentanen Rich-
tungsvektor der Geoddten zusammen. Diese Eigen-
schaft unserer Verschiebungsvorschrift heif3t Torsion.
Wir illustrieren sie an einem Dreieck in der gewShn-
lichen Ebene (Abb. 7). Wir definieren einen Magnet-
pol P und nennen zwei Richtungen parallel genannt,
wenn ihre Abweichung von der Magnetfeldrichtung
gleich ist. Nun sind die Richtungen der Geodite AB
bei A und B nicht mehr parallel. Die parallelverscho-
bene Richtung ist bei B durch einen strichpunktier-
ten Pfeil gekennzeichnet. Nach einer Parallelverschie-
bung der Richtung bei A mufl bei B um den Win-
kel wy = as + 02 + a1 + 61 — 7 gedreht werden, um
die Richtung der Verbindungslinie wieder zu treffen.
Ahnliches gilt fiir die Richtung von BC, hier muf} bei
C um den Winkel w3 = m — §2 — d3 gedreht werden.
Schliellich finden wir bei A, dafl die aus C' verscho-
bene Richtung von CA um w; = ag +d3 — 7 — &1
gedreht werden mufl. Die Addition der drei Winkel
ergibt Y w; = > a; — 7. — Wir haben weder die
Existenz des Schnittpunktes P der Magnetfeldlinien
noch die Eigenschaft der Seiten benutzt, Geraden in
einer Ebene zu sein. Die Formel gilt also auch fiir be-
liebige Dreiecke und beliebige Flichen, solange nur
die Verschiebung von einem Punkt zum anderen —
wie im Falle der Magnetnadel — vom Wege nicht
abhéngt, wir also von einem fernparallelen Transport
sprechen kénnen.

Torsion tritt auf einer allgemeinen Fliche immer
auf, wenn die Verschiebung fernparallel ist. Die Torsi-
on ist ein Bestandteil der Geometrie, der unabhdingig
von den Mafiverhiltnissen auf der Fliche durch die
Vorschrift der Parallelverschiebung definiert ist.

Wollen wir uns dagegen allein auf die Maf-
verhéltnisse stiitzen, miissen wir einen anderen Weg
einschlagen, auf dem wir uns ausschliefflich an
den Geoditen orientieren. Wir vereinbaren dann,
dafl Parallelverschiebung lings einer Geoditen die
Abweichung von deren Richtung nicht verindert
(Abb. 8). Insbesondere sind die Richtungsvektoren
der Geoditen selbst zueinander lings der Geoditen

Rm—ogz—0y

Abbildung 7: Die Torsion des Magnetnadeltrans-
ports.

Wir zeichen ein geodétisches Dreieck auf der Ebene und
die Richtungen zum Magnetpol in den drei Ecken. Zwei
Richtungen werden parallel genannt, wenn ihre Abwei-
chung von der Magnetfeldrichtung gleich ist. So wird
die Richtung der Verbindungslinie AB bei A, angedeu-
tet durch den starken Pfeil in Richtung B, in die durch
den strichpunktierten Pfeil bei B angedeutete Richtung
verschoben.

parallel verschoben. Dies wird nun gerade von un-
serem Kompafiwagen verwirklicht. Fahren wir l&ings
einer Geodaten, behilt die Fahne ihre Stellung zum
Wagen und damit auch ihre Richtung zur durchfah-
renen Kurve bei. Wir nennen dann die Geodéte eine
autoparallele Kurve und nennen den so definierten
Transport den geoddtischen Paralleltransport. Er ist
allein durch die metrischen Eigenschaften der Fliche
bestimmt und hat keine Torsion.

Bezahlt wird das mit einer Drehung aller Rich-
tungen um einen gemeinsamen Winkel, wenn sie um
eine geschlossene Kurve parallel transportiert und
am Ausgangspunkt miteinander verglichen werden
(Abb. 8). Diese Drehung ist — fiir geniigend kleine
umfahrene Flichen — der umfahrenen Fliche pro-
portional. Der Faktor definiert die Krimmung der
Fliche. Ziehen wir den Kompafiwagen um die gew&hl-
te Kurve, konnen wir an seinem Zeiger diese Ge-
samtdrehung ablesen. Ist die Kurve ein geodétisches



Abbildung 8: Dreieck auf der Kugel mit Exzef und
Rotation der Tangenten.

Am Punkt P wihlen wir eine beliebige Richtung (hier
nach SO). Lings der Geodéten bis Punkt A, von A nach
C, von C nach B und von B zuriick zu P halten wir
die Richtung relativ zur Bewegungsrichtung fest. Nur
in den Punkten A, C und B beriicksichtigen wir, da8
der Weg einen Knick um 7/2 nach links macht und wir
zur Abweichung nach recht jeweils diesen Winkel zu-
legen miissen, wenn wir die Eckpunkte passieren. Sind
wir bei P wieder angelangt, haben wir zur Abweichung
nach rechts 37/2 addiert, insgesamt beobachten wir also
eine Drehung der Tangentialebene um /2 nach links.
Dieser Wert von 7/2 ist identisch mit dem Exzef§ der
Winkelsumme des umfahrenen Dreiecks. Diese Winkel-
summe iiberschreitet den euklidischen Wert (7) gerade
um diese /2.

Dreieck wie in Abbildung 8, dann sehen wir auch so-
fort, daf die resultierende Drehung gleich dem Exzef}
der Winkelsumme des Dreiecks ist. Relativ zur Kur-
ve wird ja nur an den Ecken gedreht, und dort ist
der Betrag des Drehwinkels jeweils gleich dem Kom-
plement des Innenwinkels: w; = a; — 7. Summieren
sich die Innenwinkel zu ). a; = m + ¢, so finden wir
fiir die Gesamtdrehung ). w; = € — 27. Das ist der-
selbe Wert, den wir auch bei der Drehung durch die
Torsion des fernparallelen Transports gefunden ha-
ben. Tatséchlich spiegeln sich die Eigenschaften ei-
nes allgemeinen metrischen Raums in der Torsion
eines fernparallelen Transports ebenso wider wie in
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Abbildung 9: Modell eines Kompaflwagens aus
LEGO-Bausteinen.

Das Modell realisiert den Aufbau nach Abb. 5. Die
Ubersetzung von den Laufridern auf das Getriebe wird
durch den Radstand angepafit. Man muf} darauf achten,
dafl die Aufbohrungen eine geniigend lockere Drehung
zulassen. Das erfordert u.U., die frei auf den Achsen
laufenden Réder gegen Kippen zu stiitzen.

der Kriimmung seines geodétischen Transports. —
Stellen wir keine besonderen Bedingungen, wird eine
Transportvorschrift sowohl Kriimmung als auch Tor-
sion haben. In der Allgemeinen Relativitétstheorie
sollen die metrischen Eigenschaften der Welt das Gra-
vitationsfeld darstellen. Deshalb wird dort der tor-
stonsfreie geodatische Paralleltransport benutzt, fiir
den die Kriimmung eine Funktion der Metrik allein
ist.

Gewoshnlich stellen wir uns eine gekriimmte
Flache immer als Fliche im euklidischen Raum vor.
Wir konnen Tangentialebenen konstruieren, die an



verschiedenen Punkte der Fliche auseinanderfallen,
wenn diese gekriimmt ist. So kommt man leicht zu
dem Eindruck, Kriimmung sei eine Eigenschaft der
Einbettung der Fliche in den umgebenden Raum.
Das ist aber ein Trugschluf}. Alles, was oben {iber Tor-
sion und Kriimmung definiert wurde, nimmt auf die
Lage von etwaigen Tangentialebenen keinen Bezug.
Die Rede ist immer nur von Kurven und Richtun-
gen in der Flache. Kriimmung und Torsion sind al-
lein durch Lagebeziehungen innerhalb der Fliche de-
finiert. Insbesondere die Kriimmung des geoditischen
Paralleltransports ist allein durch die Mafiverhltnis-
se in der Flache bestimmt. Wir konnen — dies erwei-
ternd — eine Kriimmung auch fiir den dreidimensio-
nalen Raum oder die vierdimensionale Welt der Re-
lativititstheorie allein aus deren inneren Maflverhélt-
nissen bestimmen, wie sie etwa durch die Wellenglei-
chung oder die Potentialgleichung gegeben werden.
Wir sind dabei nicht auf eine Einbettung in Raume
oder Welten hoherer Dimension angewiesen.

Wer sich ein Modell des Kompafiwagens basteln
will, kann dies leicht mit dem Zahnradsatz von LE-
GO tun. Mit ein paar Aufbohrungen fiir Achsen und
frei laufende Riader kommt man mit dem Rest zu-
recht, der aus der Vorschulzeit tibriggeblieben ist und
im Keller verstaubt (Abb. 9).
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